Limite, continuité et dérivabilité

Partie 1 : Limite

Exercice 1.

Montrer que la fonction sinus n’a pas de limite en +oo.

Exercice 2.

Soit f : R — R une fonction périodique possédant une limite en +o00. Montrer que f est constante.

Exercice 3. Soient a € R et f : [a,400[— R une application croissante telle que lim f(z) = b € R et

T——+00
fz) = f(a)

g :Ja, +oo[— R définie par g(z) =
r—a

. On suppose que g est croissante, montrer que f est constante.

Partie 2 : Calcul d’équivalent et calcul pratique de de limite

Exercice 4.

1. Soient f et g des fonctions définies sur I & valeurs dans R et a € I. Montrer 'équivalence suivante :
ef ~ed = lim(f —g) =0.
a a
2. Si f ~ g peut-on en déduire ef ~ e9?
a

a

Exercice 5.

Déterminer les limites suivantes quand elles existent :

: T : T—\/T : 1/z : 1—zx : xzcose” : z—sinz
1) zli%l+$ 2) zggloo In x4z 3) ili%(l—l—l‘) 4) mh_gl, arccos T 5) IEI:I’I}OO 241 6) IETOOe
i 1 i 1 i 2 1
8) zh;%ﬁE(z) 9) il_)moxE(z) 10) il_)mox E(1).

Exercice 6. Calculer les limites suivantes :

In(1 + 2tanx) (1 —e*)sinz

1 il—>mo sinx 2) :ll—>mo a2y’ 3) IEIJ,I}OO e~ (shv/a? + o — sh /a2 — x)
z _ 1 24z L2
4) lim i 5) lim = c

2 I — e
7 (n(1+ Va2 = 1)) -l cos

Partie 3 : Continuité

Exercice 7.

Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — R continue sur [a,b]. Montrer les égalités suivantes

sup f(xz)= sup f(x) et inf f(z)= inf f(x)
z€Ja,b] z€]a,b| z€la,b] z€la,b[

Cela reste-t-il vrai, si on enléve ’hypothése de continuité ?

Exercice 8. Trouver toutes les applications f : R — R continues en 0 qui vérifient

Ve e R, f(3z) = f(z).



Exercice 9. Trouver toutes les applications continues f : R — R en qui vérifient

Vr,y €R, f(x+y) = f(x)f(y)

Exercice 10.
Soit f : R — R continue sur R telle que lim f(z) = +o0, et lim f(z) = 4o00. Montrer que f admet un
r—r—00

T—r+00
minimum sur R.

Exercice 11.

Soient f, g : [0,1] — R continues telles que f(0) = g(1) = 0 et f(1) = ¢g(0) = 1. Montrer : YA € R, Jx €
[0,1], f(z) = Ag(x).

Exercice 12.

Soient I un intervalle de R et f, g : I — R continues telles que : Vz € I, (f(z))? = (g9(x))? # 0. Montrer que
f=gouf=—g.

Exercice 13. x[Un théoréme de point fixe| Soit f une fonction k-contractante (c’est-a-dire k-lipschitzienne avec
k < 1) sur un segment [a, b] & valeurs dans [a, b].

1. Montrer que la fonction f admet un unique point fixe £. (C’est-a-dire un réel x tel que f(x) = x.)

2. Soit la suite (u,) définie par ug € [a,b] et upy1 = f(up), montrer que la suite (uy) converge vers £. On
donnera une majoration de (u, — ¢) permettant d’évaluer la vitesse de convergence.

3. Montrer que le résultat reste vrai si on remplace [a, b] par R.

Exercice 14. %

1. Soit ¢ : R — R strictement décroissante. Montrer qu’il n’existe pas d’application f : R — R continue sur
R telle que fo f = .
2. Existe-t-il une application f : R — R continue sur R telle que : Vx € R, fo f(x)+ = 07

Exercice 15. x Trouver toutes les applications f : R — R continues en qui vérifient

Vo,y €R, flz+y)f(z—y) = f(x)*f(y)*.
Partie 4 : Dérivabilité

Exercice 16.

1. Soit ¢ : R — R la fonction qui & ¢ associe t3 si t < 0 et 0 sinon. Montrer que ¢ est C? sur R.
1 >
2. Soient (f,g) € (C2(R,R))? et h : R — R définie par Vo € R, h(z) = { f(@) st g(z) 20

fl@) + (g(x))® si glx) <0
Montrer que h est C? sur R.

Exercice 17. Montrer que f définie sur R* par f(x) = C(Zi(_#)l;;

sur R. Exercice 18. Soit f continue sur [a, +00[ et dérivable sur ]a, +ool, tel que f(a) = lir}rl f(z). Montrer
Tr—+00

peut se prolonger en une fonction de classe C!

que f’ s’annule au moins une fois sur |a, +ool.

Exercice 19. %

Soient I un intervalle de R, (n,k,¢) € N3 tels que 0 < £ < ket 0 < ¢ < n et enfin la fonction f est n fois
dérivable sur I. On suppose que f admet au moins k zéros dans I. Montrer que f) admet au moins (k=120
zéros dans I.



Exercice 20. Soit f € F ([a,b]) de classe C2.
1. On suppose que f(a) = f(b) = 0. Soit ¢ € |a, b[. Montrer qu’il existe d € |a, b tel que :

(C — a) (b — C) "
=-——_—=f"(d).
70 0= pra
(Considérer g(t) = f(t) + At — a)(b—t) ou A est choisi de sorte que g(c) = 0)
2. Cas général : Soit ¢ € ]a, b[. Montrer qu'il existe d € ]a, b] tel que :

b—c c—a (c—a)(b—rc)

T2 () - (@)

Exercice 21. %

Soit f :]0,+oo[— R dérivable sur |0, +oo[ et telle que f’ admette une limite finie ¢ en +oo. Montrer que

lim £ =,
z—+oo T

Exercice 22. x Soit f : R, — R, bornée et deux fois dérivable sur R, telle que f” soit positive ou nulle sur
R4. Montrer que f est décroissante sur R .

Exercice 23.
On considére f : R — R définie par f(z) = 22 + sinz.
1. Dresser les tableaux de variations de f et f’ sur [0, +00[.
2. Déterminer I'image de [0, +oo[ par f. On note J cette image.
3. Montrer que f admet une fonction réciproque f~!. Montrer que f~! est dérivable sur J.
4. Calculer f=(7?) et (f~1)(?).

Exercice 24.
eun

Soit ug € R. On définit une suite (uy)nen par : Vn € N, wupy1 = pree
e n

1. Montrer que : Vn € N*, w,, € [0,1].

2. Montrer qu'’il existe un unique o € R tel que 1= a et qu'on a «a €]0,1].
1
3. Montrer que : Vn € N, |upq1 —a| < Z|un —al
1 n
4. En déduire que : ¥Yn € N*| |u, —a| < (Z) |ug — «f
5. En déduire que (uy,)nen converge et déterminer sa limite.

Exercice 25.

Déterminer, pour tout n € N, la dérivée n®™® de la fonction f : R — R qui & z associe (2 + 2% + 1)e 2.

Indications :

Exercice 21 : On pourra commencer par montrer que si f'(x) — £ > 0 alors f(z) — +oo0.
T—r+00 T—r+00



