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Introductions aux structures algébriques

1 Lois de composition interne

1.1 Définition

Soit E un ensemble non vide, une loi de composition interne sur E est une application de E? dans E.
Exemples :

1. L’addition est une loi de composition interne sur N (sur Z, Q, R).

2. Le produit est une loi de composition interne sur N (sur Q, R).

3. La soustraction est une loi de composition interne sur Z (sur Q, R).

4

. Le produit vectoriel est une loi de composition interne sur R3.

1.2 Propriétés

Soit un ensemble E non vide muni de deux lois de composition interne x et .

1.2.1 Associativité

La loi x est associative, si
V(z,y,2) € B3, (zxy)*z=xx(yxz).

Exemples :

1. L’addition est une loi de composition interne associative sur N
V(@y2) EN’, (z+y)+z=a+(y+2).
2. La soustraction n’ est pas une loi de composition interne associative sur Z

(2-1)—3=-2#£4=2—(1-3).

1.2.2 Commutativité

La loi x est commutative, si
Y(z,y) € E?, zxy=yxz.

On réserve la notation + (notation additive) pour les lois commutatives.
Exemples :

1. L’addition est une loi de composition interne commutative sur N
Y(z,y) eN? z4+y=y+ux
2. La soustraction n’ est pas une loi de composition interne commutative sur Z

2-1=1#-1=1-2.



1.2.3 Elément neutre

Un élément e de E est 1’élément neutre pour la loi x, si

VreE, zxe=exx=u1.

Si il existe, il est unique. On le note eg ou 1g.

Exemples :

1. 0 est le neutre pour la loi d’addition sur N.
VeeN z4+0=0+z=n=x.

2. La soustraction sur Z n’ a pas de neutre.

1.2.4 Eléments symétrisables

On suppose que la loi * admet un élément neutre e. Soit z un élément de E, x est dit symétrisable dans F,
si il existe y € E, tel que x xy = y*x = e. On note 2~ ! le symétrique (ou l'inverse) de .

Exemples :
1. 0 est le seul élément symétrisable pour la loi d’addition sur N.
2. Tous les éléments de Z sont symétrisables pour la loi d’addition.

1.2.5 Distributivité

La loi % est distributive & gauche (respectivement & droite) par rapport a la loi * si

Y(z,y,2) € B3, xx(y*2)= (x*xy)*(x*xz) (respectivement (z *y)*z= (z%2)* (yxz)).

La loi x est distributive par rapport a la loi *, si elle est distributive & droite et & gauche.

Exemple : La multiplication est distributive par rapport & la loi d’addition sur N.
Y(z,y,2) N3, (z4+y)z=2z+yz=2z2(x+y) =22+ 2y.

1.2.6 Parties stables

Soient £ un munie d’une lois de composition interne x et A une partie de F, on dit que A est stable par loi
*, Si

V(z,y) € A%, xxyc A.

2 Groupes

2.1 Définition

Un ensemble non vide G muni d’une loi de composition interne x, (G, %) est un groupe si

(i) La loi x est associative.
(ii) La loi x admet un élément neutre eg.

(iii) Tous les éléments de G sont symétrisables pour la loi *.

Un groupe est commutatif ou abélien, si la loi est commutative. On utilise la notation additive + pour la loi
uniquement pour des groupes commutatifs et le neutre est alors noté 0 ou Og.

Exemples de groupes :

(Z,+), (Q,+), (R,+), (R*, x), (C*, x), (Sx, o) 'ensemble des permutations d’un ensemble.



2.2  Sous-groupes
2.2.1 Définition

Soient (G, ) un groupe et H une partie de G, (H,*) un sous-groupe de (G, x), si H est stable par x et que
(H, ) posséde une structure de groupe.

2.3 Caractérisation

Soient (G,*) un groupe et H une partie de G, il y a équivalence entre les 3 propriétés suivantes :
(i) (H,*) est un sous-groupe de (G, *)
(ii) eq € H
Ve,y€ H, xxyc€H e a7 'ecH
(i) e € H
Ve,y€ H, x 'xye H

Exemples de sous-groupes :

(RT*, %), (U, x), (Uy, ).

2.4 Morphismes de groupes
2.4.1 Définition

Soient (G, *) et (G’, *) deux groupes et f une application de G dans G’, f est un morphisme de groupes de
(G,*) dans (G', ) si

V(z,y) € G, flrxy) = f(z)* f(y).

Si de plus (G,*) = (G, %), f est un endomorphisme.
Si de plus f est bijective, f est isomorphisme.

Si f est un endomorphisme et un isomorphisme, f est un automorphisme.

2.4.2 Propriétés

Soit f un morphisme de groupes de (G, *) dans (G’, ), alors on a :

flea) = eq

Ve eG, fa) = fz)

Si H est un sous-groupe de G, f(H) est un sous-groupe de G'.

Si H' est un sous-groupe de G’, f~1(H') est un sous-groupe de G.
f~t({eg'}) est un sous-groupe de G appelé noyau de f et noté Ker (f).
f(G) est un sous-groupe de G’ appelé image de f et noté Im (f).
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f morphisme injectif <= Ker (f) = {ec}.

3 Anneaux et corps

3.1 Anneaux

Soit un ensemble A non vide muni de deux lois de composition interne + et x, (A, +, %) est un anneau si
(i) (A4,+) est un groupe abélien. (on note 04 son neutre)
(ii) La loi * est associative et admet un élément neutre e4. (on le note 14)

(iii) La loi * est distributive par rapport a +



L’anneau est commutatif, si la loi * est commutative.
Exemples :
1. (Z,+, x) est un anneau (idem pour (Q, 4+, x), (R, +, x), (C, +, x))

2. M,,(R) I'ensemble des matrices carrés d’ordre n a coefficients dans R est un anneau (non commutatif dés
que n > 2).

3.2 Sous-anneaux
3.2.1 Définition

Soient (A, +,*) un anneau et H une partie de A, (H,+,*) un sous-anneau de (4, +, %), si H est stable par
+ et * et si (H,+, *) posséde une structure d’anneau.

3.2.2 Caractérisation

Soient (A, +,*) un anneau et H une partie de A, il y a équivalence entre les 2 propriétés suivantes :
(i) (H,4,*) est un sous-anneau de (A, +, x)
(ii) (H,4+) est un sous-groupe de (A,+), 14 € H et Vx,y € H, xzx*xy € H.

Exemples :

1. (Z,+, x) est un sous-anneau de (Q, +, x).

2. (@, +, x) est un sous-anneau de (R, +, x).

3. (R, +, x) est un sous-anneau de (C, +, x).

3.3 Propriétés

Proposition 1. Soit (A, +,*) un anneau.

Les éléments de A qui admettent un élément symétrique pour la loi x sont appelés inversibles de l’anneau.
L’ensemble des inversibles de A (noté A*) est un groupe pour la loi *.

Formules : Si a,b € A commutent (c’est-a-dire ab = ba), alors on a pour tout entier n > 0 :

1. (a+0b)" = i (Z) akpnk

k=0
n—1
2.a"=0"=(a—0) Z an iRy
k=0

2n
3. g2nt1 + p2ntl — (a+ b)Z(_l)ka%szbk
k=0

Définition 1. Soient (A1, +1, X1) et (Aa, 42, X2) deuzr anneaux et f une application de Ay dans As, f est un
morphisme d’anneauz de Ay dans (As si

V(r,y) € G, flx+1y) = f(x)+2f(y). et flzxiy)=flz)x2 f(y)
Bt
f(lAl):f(lAz)'

3.4 Corps

Soit (A, 4,*) un anneau, (A,+,x*) est un corps si (A \ {04},*) est un groupe. On dit qu'un corps est
commutatif, si 'anneau A est commutatif. Les corps utilisés en cours seront toujours commutatifs.

Exemples :

1. (Z,+, x) n’est pas un corps.

2. (Q,4+, x) est un corps (idem pour (R, +, x) et (C, 4+, x)).



3.5 Sous-corps

Soient (K, +,*) un corps et H une partie de K, (H,+, ) un sous-corps de (K, +, %), si H est stable par +
et % et si (H,+,*) posséde une structure de corps.

Exemples :
1. (Q,+, %) est un sous-corps de (R, +, x).
2. (R, +, x) est un sous-corps de (CT, +, x).

3.5.1 Caractérisation

Soient (K, +, ) un corps et H une partie de K, il y a équivalence entre les 2 propriétés suivantes :
(i) (H,4,*) est un sous-corps de (K, +, )
(ii) (H,+,*) est un sous-anneau de (K, +,x), Vo € H \ {0k}, =z~ '€ H.



