Matrices et systémes linéaires

Exercice 1. Calculer
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2 0 -1 5

Exercice 2.

Soit J € M, (K) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 et M € M,,(K). Calculer JMJ.

Exercice 3.

Pour toute matrice A € M,,(K), on appelle trace de A, notée Tr(A), la somme des éléments diagonaux de

A.
1. Montrer que Tr est une forme linéaire de M, (K)
2. Montrer que pour toutes matrices, A, B € M, (K) : Tr(AB) = Tr(BA).

Exercice 4. Résoudre les systémes

r+z = 1
2y - =z =1 +z =0
(@ —22 — 4y + 3z = -1 ORE
r + y — 3z = —6 vty =1
20 +3y = 0
Exercice 5. Résoudre le systéme
r + ay + a’z = 0
axr + y + az = 0
@ + ay + z = 0
en fonction du paramétre a € C.
Exercice 6.
Soient (a, b, c,d) € K* deux & deux distincts. Résoudre les systémes suivants :
z + vy + z =1 z + y + z =1
1) ar + by + cz = d 2) ar + by + cz = d
a’r + by + 2z = d? adr + by + Sz = &

Exercice 7.

1. Soit A € M,(K). On note C(A) Pensemble {M € M, (K) ; AM = MA} appelé le commutant de A.
Montrer que C(A) est stable par combinaison linéaire.

3

7 _11), déterminer le nombre de paramétres définissant C(A).

2. Soit A = (



Exercice 8.

p—1
1. Soit M € M,,(K). On suppose qu'il existe p € N* tel que M? = 0 (M nilpotente) En étudiant > MF,
k=0
montrer que I,, — M est inversible et déterminer son inverse.
1 3 -1
2. En déduire que la matrice | 3 1 —2 | est inversible et calculer son inverse.
-3 6 1

3. Soient A et B 2 matrices carrées qui commutent et B nilpotente, montrer que A et A + B sont simulta-
nément inversibles.

Exercice 9.

Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui déterminer leur inverse.

1 2 -3 2 2 3 1 2 -1
1) |o 1 2 2) [1 -1 0] 3 [3 0 —2
00 1 -1 2 0 -3 6 0
00 0 1 2 1 1 1
0020 1 -2 1 1
Yd4oszoo] D1 1 =2 1
400 0 1 1 1 -2

Exercice 10.

Calculer A™ pour tout n € N* dans les cas suivants :

12 -3 b (1)(1)(1)(1) 0 —sing

1) A=[0 1 2 2) A= (1 1 1 3) A= 1) A= (7 7°

00 1 111 1 0 0 O sinf cosf
100 0

Exercice 11.

Soient a,b € K et M € M,, (K), on suppose que
M? — (a+b)M + abl, = O, (x)-

1. On suppose a # b. Calculer M" en fonction de a, b et n.
2. Traiter le cas a = b.

3. On suppose ab # 0, montrer que M est inversible et exprimer son inverse.

Exercice 12.

Soit n € N*| déterminer les matrices de M,,(K) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

Exercice 13.

Soit n € N*| déterminer les matrices de M,,(K) qui commutent avec toutes les matrices antisymétriques.



