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Limite et continuité

La notation x précise que la notion introduite est soit aux limites du programme soit un exemple
qui n’est pas un résultat de cours a apprendre et ne doit pas étre une priorité dans votre ap-
prentissage.

Dans la suite, sauf précision contraire, I sera un intervalle non vide de R avec des bornes
finies ou infinies et la fonction f sera définie sur I a valeurs dans R.

1 Terminologie, définitions et premiére propriétés

1.1 Voisinages et propriétés locales

Soit @ un nombre réel élément de I'intervalle I ou une des bornes de I (a est donc un élément
de R), on dit que f vérifie une propriété P au voisinage de a, si on a

(i) Dans le cas o le nombre a est finie, il existe un réel n > 0, tel que la propriété P est

vraie pour tout = élément de INja — n,a + 7n|.

(ii) Dans le cas ou le nombre a = 400, il existe un réel M, tel que la propriété P est vraie
pour tout x élément de IN]M, +oo.

(iii) Dans le cas ot le nombre a = —o0, il existe un réel m, tel que la propriété P est vraie
pour tout x élément de IN] — oo, m|.

1.2 Borne sup, extremums

La fonction f est majorée (respectivement minorée, bornée) sur I, si f(I) est une partie
majorée (respectivement minorée, bornée) de R.

Avec des quantificateurs, on peut reformuler par

La fonction f est majorée sur [. <= JIM,Vx eI, f(x)< M.
La fonction f est minorée sur I. <= Im,Vz €I, m < f(x).
La fonction f est bornée sur I. <= dIM,Vz eI, |f(x)] < M.

On définit le sup, inf, maximum et minimum de f sur [, si il existe par
(i) Le sup (respectivement l'inf) de f sur I est la borne sup (respect. inf) de f(1).

(ii) Le maximum (respect. minimum) de f sur I est le maximum (respect. minimum) de f(I).
Cela signifie que la borne sup (respectivement inf) est atteinte en un point xy de I.
1.3 Limite d’une fonction en un point et continuité
1.3.1 Limite ponctuelle
Soient a un nombre réel élément de I'intervalle I ou une des bornes de I et b un élément de

R, on dit que f admet la limite b en a, si pour tout € > 0, la propriété |f(x) — b| < € est vraie
au voisinage de a. Avec des quantificateurs, on ’écrit :



(i) SiaeR:

Ve >0,3n > 0,Vx € I, lt—a|<n = |f(z)—-b <e
(i) Sia = +oo:

Ve > 0,3JA e R,Vx € I, r>A = |f(x)—0b<e
(i) Si a = —oo0

Ve > 0,dJA e R,Vx € I, r<A = |f(x)-0<e

Soient a un nombre réel élément de l'intervalle I ou une des bornes de I et on dit que f
admet la limite 400 en a, si pour tout réel M, la propriété f(x) > M est vraie au voisinage de
a. Avec des quantificateurs, on ’écrit :

(i) SiaeR:

VM e R,3n > 0,Vx € I, lt—a|<n = f(x)> M.
(i) Sia=+o0 :

VM eR,JA e R, Vz € 1, r>A = f(z)>M.
(iii) Sia=—o00:

Ve > 0,3A € R,Vx € I, r<A = f(z)>M.

Soient a un nombre réel élément de I'intervalle I ou une des bornes de I, on dit que f admet
la limite —oo en a, si pour tout réel M, la propriété f(z) > M est vraie au voisinage de a. Avec
des quantificateurs, on I’écrit :

(i) SiaeR:

VM e R,3n > 0,Vx € I, lzt—a|<n = f(zx)<M.
(i) Sia=+o0:

VM eR,JA e R, Vz €1, r>A = f(zr) <M.
(iii) Sia=—o0:

Ve > 0,dJA e R,Vz € I, r<A = f(zr) <M.

Pour J un intervalle et @ un nombre réel élément de 'intervalle J ou une des bornes de J,
on étend la définition de limite en a au cas d'une fonction f définie définie sur I = J \ {a} en
utilisant les mémes quantifications que dans les 9 cas précédents.

On note lim f(x) = b pour f admet pour limite b en a.
Tr—a



1.3.2 Continuité

Soient a un élément de I, si f admet une limite en a, on a nécessairement lim f(z) = f(a)
Tr—a

et on dit alors que f est continue en a. Cela se résume en

« La fonction f est continue en a, si elle est définie en a et elle admet une limite en
a. »

On l’écrit avec des quantificateurs :

Ve > 0,3dn > 0,Vr € 1, lt—al <n = |f(z)— f(a)| <e
On dit que la fonction f est continue sur I, si elle continue en tout point de I.

Proposition 1. Soit a un élément de I ou une borne finie de I et [ une fonction définie sur
I'\ {a} admettant une limite finie b en a, alors la fonction f définie par

f: 1 — R
N {f(:c) s%azséa
b sl x = a.

est l'unique prolongement de f a I continue en a. On dit qu’on a prolongé f par continuité en
a.

Exemple: Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = Singfm), son prolongement par continuité
a R est ~
f: R — R
sin(@) i o #0
— @
‘ { 1 siz=0.

1.3.3 Limite et continuité a droite (ou a gauche)

Soient a un élément de I ou une borne de I et b un élément de R, on dit que la fonction f
admet la limite b a droite en a, si

Ve>0,3n > 0,Vr € 1, lt—al<n e x>a = |f(z)—-0<e

On le note lim f(z) =b ou lim f(z) =b.

+
T—ra >a

Soient @ un élément de I ou une borne de I et b un élément de R, on dit que la fonction f
admet la limite b a gauche en a, si

Ve >0,3n > 0,Vz € I, lt—a|<n et z<a = |f(x)—b<e

On le note xlggf f(z) ="boulim f(z) = b.
r<a

On dit que la fonction f est continue & droite (respectivement & gauche) en a € I, si
lim f(z) = f(a) (respectivement lim f(x) = f(a)).
Tr—a Tr—a~

Proposition 2. Soit a un élément de I, il y a équivalence entre
(i) La fonction f est continue en a.

(i) La fonction f est continue a droite et a gauche en a.
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2 Reésultats sur les limites de fonctions

2.1 Opérations algébriques

Lemme 1. Si la fonction f admet une limite finie b en a alors :
1. Pour tout o < b, la fonction f est supérieure a o au voisinage de a.

2. Pour tout 8 > b, la fonction f est inférieure a B au voisinage de a.

Corollaire 1. Si la fonction f admet une limite finie b en a alors f est bornée au voisinage de
a.
Lemme 2. Soient f et g 2 fonctions définies sur I et a un élément ou une borne de I.

Si la fonction f admet une limite nulle en a et la fonction g est bornée au voisinage de a,
alors la fonction fg admet une limite nulle en a.
Proposition 3 (Opérations algébriques sur les limites). Soient a un élément ou une borne de
I, f et g 2 fonctions définies sur I admettant des limites {1 et s en a et A € R*, alors

(i) La fonction A\f admet une limite en a donnée par le tableau suivant

lheR| =40 |l =—x
A>01] My +00 —00
A<O0] My —00 +00

lieR |l =400 |l =—0
b eR | U+ 4y +00 —00
by = +00 | +00 +00 F.L
by = —00 | —00 F.I —00

(i) La fonction f + g admet une limite en a donnée par le tableau suivant

(iii) La fonction fg admet une limite en a donnée par le tableau suivant

€ RT* LeR ™| =0|l=4c0 |l =—0
62 € R** 6162 glgg 0 +00 —00
ly e R™* (10, 010, 0 —00 400
ly =0 0 0 0 F.L F.I
by = +00 +00 —00 F.I +00 —00
by = —00 —00 400 F.I —00 +00

(iv) La fonction % admet une limite en a donnée par le tableau suivant

61:0 flziOO
1

00 0

/, € R*
1

N

F.I. Forme indéterminée

Remarque: On étend sans difficulté la proposition précédente au cas des fonctions f et g
définies sur I \ {a} et admettant des limites en a.



2.2 Inégalités entre limites et existence de limite

Proposition 4. Soit a un élément ou une borne de I, on suppose que la fonction f est positive
au voisinage de a et qu’elle admet une limite b en a, alors b > 0.

Corollaire 2. Soient deux fonctions f et g définies sur I, a un élément ou une borne de I, on
suppose qu’on a f < g au voisinage de a et que f et g admettent des limite by et by en a, alors
by < bs.

Remarque: Attention la proposition et le corollaire précédents ne donnent qu’'une inégalité,
mais pas l'existence des limites, il faut I’avoir démontrée par ailleurs.

Proposition 5 (Théoréme des gendarmes). Soient trois fonctions f, g et h définies sur I, a
un élément ou une borne de I, on suppose qu’on a f < g < h au voisinage de a et que [ et h
admettent une limite finie commune b en a, alors la fonction g admet la limite b en a.

Proposition 6 (Théoréme des gendarmes a l'infini). Soient deux fonctions f et g définies sur
I, a un élément ou une borne de I, on suppose qu’on a f > g au voisinage de a, alors on a
(1) im f(z) =400 = limg(x)= +o0.
r—a T—a

(ii) liing(x) =—-00 = liin f(z) = —oc.

Remarque: Les deux versions du théoréme des gendarmes donnent ’existence de la limite.

Proposition 7 (Théoréme de la limite d’une fonction monotone). Soient f définie sur I, a un
élément ou une borne de I, on suppose la fonction f croissante et majorée au voisinage de a,
alors f admet une limite a gauche de a.

Remarque: Cette proposition se généralise sans difficulté a

1. La fonction f décroissante et minorée au voisinage de a, alors f admet une limite a gauche
de a.

2. La fonction f décroissante et majorée au voisinage de a, alors f admet une limite a droite
de a.

3. La fonction f croissante et minorée au voisinage de a, alors f admet une limite a droite
de a.

2.3 Caractérisation séquentielle de la limite et continuité

Proposition 8. Soient f une fonction définie sur I, a un élément ou une borne de I et b un
élément de R, il y équivalence entre

(i) La fonction f admet la limite b en a.
(ii) Pour tout suite (u,) d’éléments de I de limite a, la suite (v,) définie par v, = f(u,) a

pour limaite b.

Corollaire 3. Soient f une fonction définie sur I, a un élément de I, alors il y a équivalence
entre

(i) La fonction f est continue en a.

(i) Pour tout suite (u,) d’éléments de I de limite a, la suite (v,) définie par v, = f(u,) a
pour limite f(a).



Corollaire 4. Soient f une fonction définie sur I a valeur dans J et g une fonction définie
sur J, on suppose que

1. La fonction f admet la limite b en a.
2. La fonction g admet la limite ¢ en b.

alors la fonction g o f admet la limite ¢ en a.

3 Continuité sur un intervalle

On note C(I) (ou C°(I)), I'ensemble des fonctions continues sur I.

3.1 Opérations sur les fonctions continues sur intervalle

Proposition 9. Soient f et g 2 fonctions continues sur I et X un nombre réel, alors les fonction
f+Ag et f-qg sont continues sur I.

Proposition 10 (Composition de fonctions continues). Soient f une fonction continue sur I
et g une fonction continue J avec f(I) C J, alors la fonction go f est continue.

3.2 Image d’un intervalle

Proposition 11 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soient f une fonction continue sur
I et a,b 2 éléments de I ety un réel compris entre f(a) et f(b), alors il existe un nombre c
compris entre a et b tel que f(c) =vy.

Proposition 12. Soit f une fonction continue sur le segment |a, b, alors la fonction f admet
un mazimum et minimum sur |a, b].

Remarque: On peut reformuler ce théoréme en
« Si [ est continue sur [a,b], il existe zy et z; éléments de [a,b] tel que

Vo € la,b],  f(zo) < f(2) < f(x1)

»
Exemples:

1. Si la fonction f est continue strictement positive sur [0, 1], alors il existe a@ > 0, tel que
f > asur [0,1].

2. Si on enléve 'hypothése du segment [a, b], cela devient faux, un intervalle borné ne suffit
pas. La fonction In est continue sur |0, 1], mais elle n’y admet pas de minimum.

Corollaire 5. L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
Corollaire 6 (Théoréme de la bijection). Si la fonction f est continue strictement croissante
sur I et a < b sont des éléments de I, tout nombre y € [f(a), f(b)] admet un unique antécédent

par f dans [a,b]. Ce qui se reformule si la fonction [ est continue strictement croissante sur
I, alors f est bijective de I dans f(I) et f(I) est un intervalle.

Remarques:

1. Le résultat reste vrai en remplacant I’hypothése croissante par décroissante, il faut juste
changer [f(a), f(b)] par [f(b), f(a)].

2. Cette proposition porte aussi le nom de corollaire des valeurs intermédiaires.

6



3.3 Fonctions continues bijectives

Proposition 13. Soit f une fonction continue sur I, alors il y a équivalence entre
1. La fonction f est injective de I dans J = f(I).

2. La fonction f est strictement monotone sur I.

Remarque: On précise J en calculant les limites au borne de 1.

Proposition 14. Soit f une fonction monotone sur I, il y a équivalence entre
1. La fonction f est continue.
2. f(I) est un intervalle.

Corollaire 7. Soit f une fonction continue bijective de l'intervalle I sur f(I), alors sa fonction
réciproque f~1 est continue bijective de f(I) dans I.

Remarque: L’hypothése I est un intervalle ne doit pas étre oubliée.

4 Retour sur les suites

4.1 Suites récurrentes

Pour ce paragraphe, on suppose que la fonction f est définie I dans I et la suite (u,) est
définie par ug € I et u,.1 = f(u,). La suite est ainsi bien définie. Si Iintervalle n’est pas
précisé dans ’énoncé (en particulier dans une planche d’oral), il faudra étudier 'expression de
la fonction de la fonction f ainsi que ug pour faire un choix judicieux.

Avant de chercher les limites potentielles de (u,,), I'important est de savoir si elle converge
ou non. La proposition suivante sera utile pour cela.

Proposition 15. On suppose que la fonction f est croissante de I dans I, alors la suite (uy,)
est monotone de sens donné par le signe de uy — ug.

Remarques:

1. Le choix de l'intervalle I est ici important. On cherche en général & avoir un intervalle de
stabilité le plus petit possible pour avoir la monotonie sur cet intervalle.

2. Si on a la décroissance de f, on a alors la croissance de la fonction f o f et on étudie les
suites (vy,) = (ugn) et (wy,) = (ugyy1) qui vérifient

{UQZUO ot {w():f(UO)
Un41 = f © f(vn) Wp41 = f S f(wn)

Proposition 16. On suppose que la fonction [ est continue et que la suite (u,) converge £,
alors £ est un point five de f (C’est-a-dire f(£) = ().

Remarque: Attention! L’existence d’un point fixe ne suffit pas a prouver la convergence.
Contre-exemple :
. ) =0 .
La suite (u,) définie par Ho ne converge pas, pourtant la fonction x — 2x + 1
Upt1 = 2Uy + 1

admet le point fixe -1.



