Introduction & I’algébre linéaire

Exercice 1.

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels :

1) {(z,y) eRY ; z =y} 2) {(z,y) € R*; 2z — 5y — 1 =0} 3) {(z,27,32) eR*; x € R}
4) {(z,y) e R*; 2’ +y* =1} 5) {P e R[X]; deg(P) > 2} 6) {f € C'(R,R); f(0)+f(1)=f'(0)}
DM EMK): T =0 8) (PR des(P) <) 9) (fec®B); [ fd=0)
0

10) {f € F(R,R); f fonction périodique}

Exercice 2.

Soient F' = {f € C}(R,R) ; f(0) = f'(2) =0} et G = {z — ax + b, (a,b) € R?}. Montrer que F et G sont
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de C! (R, R).

Exercice 3.

Montrer l'ensemble des matrices symétriques d’ordre n S, (K) et ensemble des matrices antisymétriques
d’ordre n A, (K) forment 2 sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (K).

Exercice 4. Soit E = RN ’espace des suites réelles, soit

A={(un) ; (up) suite réelle bornée.}
B ={(un) ; (upn) suite réelle qui converge vers 0.}
C ={(un) ; (uy) suite réelle qui converge vers une limite finie.}

Montrer que A, B et C sont des sous-espaces vectoriels de E. On précisera les inclusions qui les lient.
Déterminer un supplémentaire de B dans C.

Exercice 5.

Soient E un K-espace vectoriel et F, G, H des sous-ev de E.
1. Montrer : (FNG)+ (FNH)C FnNn(G+ H).
2. Montrer: (GC FouHCF)= (FNG)+(FNH)=FnN(G+ H).

3. Montrer qu’en général il n’y a pas égalité dans I’inclusion du 1.

Exercice 6.

Soient E un K-espace vectoriel et F', G 2 sous-espaces vectoriels de E, montrer qu’il y a équivalence entre
(i) F' UG est un sous-espace vectoriel de E.
(i) FCGouGCF.

Exercice 7.

Soit f : R® — R3 définie par f(x,vy,2) = (22+2, 2y —3z, x4+ 3y —42). Montrer que f est lindaire et déterminer
son noyau et son image.

Exercice 8.
Soient E, F deux K-ev et f € L(E, F). Pour tout V sous-ev de E et W sous-ev de F, montrer que :
1) f7H(f(V)) =V +Ker (f).
2) f(f7H(W)) =W nIm(f).



Exercice 9.

Soient £ = C*®(R,R) et ¢ : E — FE qui a une fonction f associe sa dérivée [’ et enfin ¢ : E — FE définie
par :

Vf € BV € R, (4(f)) (x) = / F(tyat.
0
1. Vérifier que ¢ et v sont linéaires.
2. Exprimer 1 o ¢ et p o).

3. Etudier I'injectivité, la sujectivité et la bijectivité de ¥ et .

Exercice 10.
Soient E, F deux K-ev et g € L(F, E) et :

p: ExXF — EXVF
(z,y) — (z+9()y)

Montrer que ¢ est un automorphisme de E x F.

Exercice 11.

Soit E un K-ev et (f,g) € L(E)? tels que fog = go f. Montrer que Ker (f) et Im (f) sont stables par g.

Exercice 12.

Soient F un K-ev et p, ¢ deux projecteurs de F tels que poq = qop et Ker (p) = Ker (¢). Montrer que p = g.

Exercice 13.

Soient E un K-ev et p,q deux projecteurs de E. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si
poq=gqop=0.

Exercice 14.

Soit u : R® — R3 définie par u(x,y, 2) = (z + 2y, 4z — y, —2x + 2y + 3z). Montrer que u est linéaire et que
%u est une symétrie de R? et déterminer les espaces H et H' tels que %u soit la symétrie par rapport & H et
parallélement & H’. En déduire que u est un automorphisme de R? et déterminer sa réciproque.

Exercice 15. Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E, montrer que

(i) Ker f=Ker f2 <= KerfNnImf={0g}.
(i) Inf=Imf? <= Kerf+Imf=E.

Exercice 16. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.
1. Montrer que
(i) Vn €N, Ker f* C Ker f*+1.
(i) vn € N, Im f*+l CIm fm.
2. Montrer que si Ker f* = Ker f**!, alors Vp € N, Ker f™ = Ker f7*P.

3. Traiter le cas de Im f**! = Im f™.

Exercice 17. %

Soient E un K-espace vectoriel et f, g 2 endomorphismes de E, on suppose

fog=g e gof=Ff

Caractériser f et g .



