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Fonctions convexes

Dans la suite, sauf précision contraire, I sera un intervalle non vide de R avec des bornes
finies ou infinies et la fonction f sera définie sur I a valeurs dans R.

1 Fonctions convexes

Définition :

Une fonction f est dite convexe sur I'intervalle I, si pour tout z,y € I et pour tout A € [0, 1],
on a

fz+ (1 =Ny) <Af(x) + (1= f(y)

La représentation géométrique de cette propriété, si la fonction f est convexe, les segments
reliant deux points de la courbe f (les cordes) sont au dessus de la courbe de f.

On dit qu'une fonction f est concave sur I, si —f est convexe sur I. Pour une fonction
concave, on a que les segments reliant deux points de la courbe f (les cordes) sont en dessous
de la courbe de f.

2 Premiéres propriétés

Lemme 1. Soient x1,19 € I avec x1 < 5 alors lapplication ¢ définie de [0,1] dans [x1, z5]
par p(A) = Az + (1 — ANz est une bijection.

Remarque : Cela permet de paramétrer tout point de y du segment [z1, z5] sous la forme
Yy = Ax2 + (1 — Nz avec A € [0, 1].
Proposition 1. Soit f une fonction convere sur I et x1 < x9 < x3 points de I, alors on a

f@e) = flan) _ flas) = flen) _ flas) — f(x2)

< < :
To — X1 T3 — I T3 — X2

Réciproqguement, si une fonction f wvérifie l'inégalité de gauche (ou de droite) pour tous
x1 < To < x3 points de I, alors f est convexe.



On peut voir ce résultat graphiquement, les pentes des cordes de la courbe sont de plus en
plus fortes.
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Lemme 2. Soient (x1, 2, ,x,) € I" et (A1, Ag, -+, An) € (RT)™\ {Ogn}, alors

n
Remarque : Le cas le plus fréquent d’utilisation est, quand Z A = 1 et on a alors

k=1
Z ATy € 1.
k=1
Proposition 2 (Inégalité de Jensen). Soient f une fonction convexe sur I, (x1,xa,--- ,x,) € I"
et (A1, A2, A\n) € (RT)", tel que Z)\k =1, alors
k=1

S (Z Ak%) <> A ().
k=1 h=1

Proposition 3 (Position du graphe d’une fonction convexe par rapport a ses sécantes.). Soient
f une fonction convere sur I, a < b deuzx points de I et D la droite passant par les points

(a, f(a)) et (b, f(b)) (Une sécante a la courbe de f), alors pour le point (z, f(x)) est en dessous
de la droite D, si x € [a,b], au dessus sinon.

Graphiquement, on a donc



Proposition 4. Soient f une fonction convexe sur I et a un point de I qui n’est pas une borne
de I, alors f est continue en a.

Remarque : Les seules points de discontinuité potentielle pour une fonction convexe sont
les bornes de l'intervalle.

3 Convexité et dérivées

Proposition 5. Soit f une fonction dérivable sur I, il y a équivalence entre
(i) La fonction f est convexe sur I.

(ii) La fonction f" est croissante sur I.

Proposition 6. Soit f une fonction dérivable et convexe sur I, alors pour tout a,x € I, on a

fla) + f'(a)(z — a) < f(z).

C’est-a-dire la courbe de [ est au dessus de toutes ses tangentes.

Cy




Proposition 7. Soit f une fonction deux fois dérivable sur I, il y a équivalence entre
(i) La fonction [ est convexe sur I.

(ii) La fonction f" est positive sur I.

4 Quelques applications de la convexité

4.1 Inégalités usuelles

Les inégalités suivantes sont applications de la convexité, elles sont classés par ordre décrois-
santes d’importance (Les deux premiéres sont d’utilisations trés fréquentes, les deux derniéres
ne sont pas une priorité)

(i) Vo €] — 1, +o0], In(1+2z) <z
(ii) Vz € [0,4o00], sin(z) <z
(ili) Vz € R, r+1<e”
) Vx € [0,Z], x < tan(z)
(v) Vz €0, %], 2 < sin(x)
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4.2 Deux inégalités classiques

Proposition 8 (Inégalité arithméticogéométrique). Pour n € N* et (z1, 2, -+, z,) € (R*)",

on a L
n n 1 n
k=1 "=

Proposition 9 (Inégalité de Holder). Pour n € N*, (z1, 29, ,2n), (Y1,¥2, - ,yn) € (R*)",
p,q € R telque%Jr%:l, on a

fos(E4) (B9

k=1
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4.3 Convexité, concavité et points d’inflexions

L’étude des domaines de convexité et de concavité d’'une fonction donne une information
sur le comportement de la courbe d’une fonction.

Proposition 10. Soient f une fonction dérivable sur I, a < b < ¢ 8 points de I tel que f
est convexe sur [a,b] et concave sur [b,c| (ou concave sur [a,b] et convexe sur [b,c|), alors la
courbe de f traverse sa tangente en b. On dit que la courbe de f a un point d’inflexion au point

(b, f(b)).

Exemple :

Etude de la courbe de f définie sur [0,4] par f(x) = 2* — 1023 + 3622 — 54z + 30.

On calcule f'(z) = 42® — 30z + 72x — 54. Une recherche des racines entiéres donne f'(z) =

4(x — 2)(z - 3)2

2

Puis f"(x) = 122* — 60z + 72 = 12(z — 2)(z — 3).

Cela nous permet d’obtenir les tableaux suivants

z |0 g 3 4
S| - 0 + 0 +
30 /6
f(z) \ 3
2/
16
x 2 3
Courbe de f | Convexe | Inflexion | Concave | Inflexion | Convexe

On peut regrouper ’ensemble des informations sur une courbe.
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