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Méthodes de résolution des équations différentielles linéaires

Dans la suite, I sera un intervalle de R et on notera K le corps de base de I’ensemble image (on
pourra remplacer dans un énoncé donné par R ou C).

1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

On considére I’équation d’inconnue la fonction y

a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t),
ol a,b et ¢ ont des fonctions définies sur un intervalle I & valeurs dans K.

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

1.1 Equation homogéne

Proposition 1. Soient a,b 2 fonctions définies sur I a valeurs dans K, alors les solutions sur I de
l’équation

a(t)y'(t) +b(t)y(t) = 0 (1)

forment un sous-K-espace vectoriel des fonctions de I dans K.

Explications :
(i) La fonction nulle ¢ — 0 est solution de I’équation (1).
(ii) La somme de deux solutions y; et yo est solution. C’est-a-dire, si y; et ys sont deux solutions de
léquation (1), alors ¢ — y1(t) + ya(t) est aussi solution.
(iii) Si A € K et si y; est une solution de (1), alors Ay; est aussi une solution de I’équation (1).

Proposition 2. Soient a,b 2 fonctions continues sur I. On suppose que la fonction a ne s’annule

pas sur I. On note A(t) une primitive de % qut existe, car t — % est une fonction continue. Les

solutions sur I de l’équation
a(t)y'(t) +b(t)y(t) =0

sont les fonctions t — e~ 2® quec \ € K.

Remarque : Attention le fait que a ne s’annule pas est une hypothése importante. Ici, il y a un
seul parametre libre A (On verra plus loin dans le cours que le sous-espace vectoriel des solutions est
de dimension 1.).

Exemple :

ty'(t) — 2y(t) = 0. (2)

L’équation est définie sur R tout entier, mais la primitive nécessite de se placer sur | — 0o, 0] puis sur
10, +o0l.
Sur ] — 00, 0[, la primitive de —2 est —21In |¢|. Les solutions de I'équation (2) sur ] — oo, 0[ sont donc

les fonctions t — Aje?™!l avec \ € K soit les fonctions ¢ — At2. Sur 0, 400, la primitive de —% est



—21In |t|. Les solutions de I'équation (2) sur ]0,4o0o[ sont donc les fonctions ¢ — Age?™ avec X € K
soit les fonctions ¢ — Aot2.

Les solutions sont prolongeables & droite et & gauche de 0 par 0. Les dérivées des fonctions solutions
t — 2A1t et t — 2ot sont aussi prolongeables a droite et a gauche en 0 par 0. Les solutions y sur R
tout entier sont donc de la forme

_ Mt? pourte R~
y(t) = { Xot?  pour t € RT

avec A1 et A9 indépendants.
Corollaire 1. Sous les mémes hypothéses que la proposition 2, si la fonction y est solution de
a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0,

il y a équivalence entre
(i) La fonction y s’annule en un point to € I.

(i) La fonction y est la fonction nulle.

1.2 Equation avec second membre

Dans cette partie, on considére 1’équation

a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t) (3)

avec a,b,c des fonctions continues sur I, la fonction a ne s’annulant pas sur I et on suppose que
I’équation homogéne associée

a()y'(t) +b(t)y(t) = 0
a été résolue et son ensemble de solutions est S.

Proposition 3. Siy; est une solution de l’équation (3), alors l’ensemble des solutions de (3) est

{n+y 5 yeSt={y+r ; NeK},
b(t)

ot A est définit comme au paragraphe précédent comme une primitive de —%

a(t)’
Gréace a cette proposition, il suffit de trouver une solution particuliére.

On utilise la proposition suivante pour découper le probléme.

Proposition 4. (Principe de superposition) Si yy est une solution sur I de l’équation

a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c1(t)

et yo est une solution sur I de l’équation

a(t)y'(t) + b(t)y(t) = ca(t),

ol ¢y et co sont des fonctions continues sur I, si o, B € K alors y3 = ayy + Bya est solution sur I de
a(t)y'(t) + b(t)y(t) = aci(t) + Bea(t).

On a, principalement, deux méthodes :



1.2.1 Solution évidente

On trouve une solution évidente. On la cherche de la forme du second membre. Une méthode systé-
matique de recherche d’une solution particuliére pour les équations différentielles linéaires & coefficients
constants sera expliquée dans le paragraphe 1.4.

Exemple :

Soit I’équation définit sur R par
y'(t) +ty(t) =t
L’équation homogéne est
y'(t) +ty(t) =0,

on calcule la primitive de ¢, soit % L’ensemble des solutions de I’équation homogéne est donc
t2
{t A S K} .

La fonction ¢ — 1 est solution évidente. L’ensemble des solutions de 1’équation générale est donc

2
{tt—)l—i—)\eg : AGK}.

1.2.2 Meéthode de la variation de la constante

Soit yo une solution de ’équation homogéne qui n’est pas la fonction nulle (obtenu le plus souvent
par la méthode du paragraphe précédent). On cherche alors une solution de 1’équation générale sous
la forme

y(t) = A(t)yo(t).

On a alors

alt)y' (£) + b)Y (1) = alt)N (yo(t) + alt)A)yh(t) + BOADyo (1)
— M) @()yh(t) + bHyo(t)) + alt)N (yo(t) = a(t)X (B)yo(t) = e(t)

~~

=0

Comme a et yp ne s’annulent pas sur I (grace au corollaire 1), il suffit de calculer une primitive de
c(t)
a(t)yo(t)
Exemple :

t— et on obtient une solution pour A.

Soit I’équation définie sur R par

(1 + 2y (t) — 2ty(t) = 2(1 + t*)arctan(t).

L’équation homogéne est
(L+8%)y'(t) — 2ty (t) =0,

comme (1 + ¢?) ne s’annule pas, on calcule la primitive de — soit —In(1 + ¢?). L’ensemble des

2t
1+2
solutions de I’équation homogéne est donc

{t 5 A~ (T In(H) — M1+t%) 5 e K} .

On utilise alors la méthode de la variation de la constante, cela donne :

(1 + )N () (1 + %) = 2(1 + t?) arctan(t),



soit
2 arctan(t)

/ —
A) = 1+4¢2

Il en résulte qu'une possibilité pour A est A(t) = (arctan(t))?. (dérivée de la forme 2u/(¢)u(t)) L’ensemble
des solutions de I’équation générale est donc

{t — (arctan(t))*(1 + ) + A1+t ; Xe€K}.

1.3  Unicité de la solution au probléme de Cauchy

On considére le probléme
{ E)z)/() b(t)y(t) = c(t)

avec a, b, ¢ fonctions continues sur I, a ne s’annulant pas sur I et tp un point de I. Ce probléme
admet une solution unique.

On résout équation générale a(t)y'(t) + b(t)y(t) = ¢(t) sous la forme y; + Ays (y1 solution particu-
liere de I’équation avec second membre et yo solution non nulle de ’équation homogéne) et on utilise
la condition y(tp) = yo pour déterminer A.

1.4 Un cas particulier important : les équations différentielles linéaires d’ordre 1
a coefficients constants

Pour a,b € K avec a # 0 et ¢ une fonction continue sur I, on considére 1’équation différentielle

ay’ (t) + by(t) = c(t).

1.4.1 Equation homogéne

On considére
/() + by(t) = 0.

En utilisant la proposition 2, ’ensemble des solutions est
S:{tr—>e°‘t ; )\EK},

ou a = —2 est racine de aX + b = 0 qui est appelée équation caractéristique de cette équation
différentielle.

1.4.2 Equation non homogéne

On peut utiliser la méthode de la variation de la constante, mais une méthode efficace est de
décomposer le second membre en utilisant le principe de superposition et de se ramener & des équations
différentielles auxiliaires de la forme

ay'(t) + by(t) = P(t)e™,

ou P est un polynéme.

On recherche alors une solution sous la forme y(t) = Q(t)e’, ot Q est un polynéme de méme degré

que P si B n’est pas racine de I’équation caractéristique ou un polynéme de degré P augmenté de 1

sans coefficient constant si  est racine de I’équation caractéristique (c’est-a-dire si f = —g).



Exemples:

1. Soit ’équation différentielle sur R
y'(t) —2y(t) = te'  (En)
Pour I'équation homogéne, on a directement :

Sgy, = (t = Xe2l )\ e R) .

On cherche une solution particuliére de 'équation générale sous la forme yo : ¢t — (at + b)et. On

a alors
vo(t) = ae'+ (at+b)e,
puis
yh(t) — 2yo(t) = (—at + (—b+ a))e' = te'.
11 est alors suffisant de prendre a = b= —1 et on a

Spy = {t— Xe® + (=t —1)e"; A e R} .
2. Soit I’équation différentielle sur R
y'(t) —2y(t) = te*  (E)

comme 2 est racine de I'’équation caractéristique, on cherche une solution particuliére sous la
forme t — (at? + bt)e*. On a alors

yh(t) = (2at +b)e* + (2at? + 2bt)e*,

puis
yh(t) — 2yo(t) = (2at + b)e? = te?.

%etb:()

2
SEQZ{tH <%+)\>62t;)\€R}.

3. Soit I’équation différentielle sur R

Il est alors suffisant de prendre a =

y'(t) — 2y(t) = cos(t) (E3)
On commence par résoudre ’équation

y'(t) —2y(t) = e (E3)

Comme i n’est pas racine de I’équation caractéristique, on le cherche sous la forme y;(t) = Ke®
et on trouve (i —2)K =1, soit K = A5 = —%(z +2).

On peut dans un second temps trouver déterminer une solution yo de 3’ — 2y = e~ puis utiliser
les formules d’Euler et le principe de superposition pour conclure en posant yy = 341_42—312 qui est

alors solution de I’équation initiale. On peut aussi plus rapidement, comme 1’équation n’a que
des coeflicients réels, ne pas passer par le calcul de g9, calculer directement la partie réelle de y;
et on trouve comme solution particuliére : yg : ¢ +—> —% cost + %sint et on conclut

2 1
Sp, = {tr—>)\62t—gcost+gsint;)\€R}.
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2  Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

On considére ’équation d’inconnue la fonction y

ay” (t) + by (t) + cy(t) = d(t),

ol a, b et ¢ sont des nombres réels (ou complexes) avec a # 0 et d une fonction définie sur un intervalle

1.

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

2.1 Equation homogéne
Soit ’équation
ay(t) +by'(t) + ey(t) = 0, (4)
avec a,b,c € K et a # 0. On considére son équation caractéristique ax? + bx + ¢ = 0.

Proposition 5. Les solutions de l’équation (4) sont définies sur R et de plus, on a :

a) Si Uéquation caractéristique possédent deux racines distinctes oy et ag, l'ensemble des solutions
est
{t > Ae®tt 4 de®t o N N € K} .

b) Si l’équation caractéristique possédent une racine double c, l’ensemble des solutions est

{t — ()\175 + )\2)€at i AL, A € K} .
Exemples :

(1) Soit I'équation
y'(t) = 4y'(t) + 5y (t) = 0.
L’équation caractéristique est donc x? — 42 + 5 = 0, ses racines sont 2 4 i et 2 — i. L’ensemble
des solutions de I’équation est donc
{t s e L et Ly, € K} .
(ii) Soit I’équation
y'(t) —2y'(t) +y(t) = 0.

L’équation caractéristique est donc 22 —2x+1 = 0, elle posséde une racine double 1 . L’ensemble
des solutions de ’équation est donc

{t — (Alt + )\2)€t ; A, A € K} .

Souvent dans les problémes, les seules solutions intéressantes sont celles a valeurs réelles. Si I’équa-
tion est de la forme

ay’(t) +by'(t) + ey(t) = 0,

avec a,b,c € K, a # 0 et b?> — 4ac < 0. La méthode précédente fait apparaOtre des solutions & valeurs
complexes, comme la dérivation est linéaire par rapport a une variable réelle, on a Re(f/(t)) = Re(f)'(¥)
et Im (f’(¢)) = Im (f)'(¢)et . On peut donc prendre la partie réelle et la partie imaginaire des solutions.



Proposition 6. Si a,b, ¢ sont des nombres réels et b*> —4ac < 0, on note w = 7“4‘;3_172 appelé pulsation,
A= —% (on parle d’amortissement si A < 0 et —A est alors le coefficient d’amortissement) et

l’ensemble des solutions a valeurs réelles de d’équation (4) sont

S = {t — A\ cos(wt)e + Nysin(wt)et 5 Ay, Ao € R},
que l’on peut reformuler

S = {t = Beos(wt + p)ett 5 (B,¢) € RT x [0,2x[}.

Exemple : Soit I’équation
y"(t) +9/(t) + 25y(t) = 0.

L’équation caractéristique est donc z? + = + 25 = 0, ses racines sont —% + %i\/ll et —% — %2’\/11.
L’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation est donc

3v11 3v11
{t — Aj cos <tT\/_> e~ 3t + A9 sin (tT\/_> e~ 2t i AL, A2 € R}

La courbe de la solution pour A\ = Ay = 1.

2.2 Equation avec second membre

Dans cette partie, on considére ’équation
ay(t) + by’ (t) + ey(t) = d(t), (5)
avec a,b,c € K, a # 0, d une fonction continue sur I et on suppose que ’équation homogéne associée
ay’ () + by’ (t) +cyt) = 0
a été résolue et son ensemble de solutions est S.
Comme pour les équations linéaires du premiére ordre, on a

Proposition 7. Siy; est une solution de l’équation (5) sur I, alors l’ensemble des solutions de (5)
sur I est

{fmi+y ; yeS}.



11 suffit donc de trouver une solution particuliére de I’équation générale.

Proposition 8. Si d(t) = et, alors on peut chercher une solution particuliere de (5) de la forme

Q(t)e :

1.

avec @ un polynome de degré 0, si B n’est pas racine de l’équation caractéristique (C’est-a-dire
afB? +bB+c#0.).

avec @) un polyndéme de degré 1 sans terme constant, si 8 est racine simple de l’équation carac-
téristique.

avec Q@ un polyndome de degré 2 sans terme constant et sans terme de degré 1, si 5 est racine
double de l’équation caractéristique.

Remarque x* :

La méthode générale pour chercher une solution d'un second membre de la forme d(t) = P(t)e’
est de chercher une solution particuliére de (5) de la forme Q(t)e :

1.

avec (Q un polynome de degré deg P, si § n’est pas racine de I’équation caractéristique (C’est-a-
dire af% +bB + ¢ #0.).

avec () un polynoéme de degré deg P + 1 sans terme constant, si 8 est racine simple de I’équation
caractéristique.

avec () un polynome de degré deg P + 2 sans terme constant et sans terme de degré 1, si 3 est
racine double de I’équation caractéristique.

Exemples :

(i)

(i)

Soit I’équation
y"(t) —4y'(t) + 5y(t) = 3¢".

L’équation caractéristique est donc 22 — 4z + 5 = 0, ses racines sont 2 + i et 2 — i. 1 n’est pas
racine de ’équation caractéristique et ¢ est un polynéme de degré 1, on peut donc chercher une
solution particuliére de la forme : y(t) = ae’. On a alors

y(t) = ae'
y(t) = ae
y'(t) = ae'
y'(t) — 4y (t) +5y(t) = 2ae’ = 3e€'.
Soit par identification, a = % Une solution particuliére est donc ¢t +— %et et 'ensemble des

solutions de I’équation générale est
3 . 4
{t — §€t + )\16(271)25 + )\26(2+Z)t AL, A € (C}

ou si on se limite aux solutions réelles
3
{t — §et + Apcos(t)e?t + Aysin(t)e®® 5 A, A € R}

Soit ’équation
y'(t) =2y (t) + y(t) = 4¢'
L’équation caractéristique est donc 2> — 2z + 1 = 0, elle posséde une racine double 1. On peut

donc chercher une solution particuliére de la forme de degré 2 sans terme constant et sans terme
de degré 1 : y(t) = at?e’. On a alors

y(t) = ate
y(t) = (at®+ 2at)t?)e!
y'(t) = (at®+ 4at + 2a)e
y'(t) =2y (t) +y(t) = 2ae’ = 4e'.



Soit par identification, a = 2. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc
{t = @ + Mt +X)e’ 5 A, A €K},
(iii) Soit I’équation
y"(t) = 3y'(t) + 2y(t) = cos(t)e™".

L’équation caractéristique est donc 22 — 3z + 2 = 0, ses racines sont 1 et 2.
Cherchons une solution de

y'(t) = 3y (t) + 2y (t) = e'fe™" = (71,

Comme les coeflicients sont réels, en passant a la partie réelle, on pourra trouver une solution
pour I'équation de départ. —1 + ¢ n’est pas racine de ’équation caractéristique. On peut donc
chercher une solution particuliére de la forme : y(t) = ael~1+9*,

y(t) = aeMH
() = a(—1+ i)l
y'(t) = a(— 1+2)2€ “IHt = _9gje(-1H0t
Y =3y () +2y(t) = a(=2i —3(—1+1) +2)e7FV = (5 — 5i)el 1V = (Z1F,
. . . . , 1 144
Par identification, il en résulte que a = == = TT)'

La fonction t — IEe(=1+9! est done solution de y” (t) — 3y/(t) + 2y(t) = e'le™t = (=1,
En passant a la partie réelle, on obtient ¢ — % cos(t)e ™t — %0 sin(t)e™t est solution de ’équation

de départ.
Les solutions de ’équation sont
1 1
{t — 0 cos(t)e™t — 0 sin(t)e™t + Arel + Age® 5 A, Ao € K}

On généralise naturellement le principe de superposition :
Proposition 9. (Principe de superposition) Si yy est une solution sur I de l’équation
ay”(t) + by (t) + cy(t) = da(t)
et yo est une solution sur I de I’équation
y'(t) +by'(t) + cy(t) = da(2),

ot dy et dy sont des fonctions continues sur I, si o, 8 € K alors y3 = ay; + Bya est solution sur I de
y'(1) + by’ (1) + cy(t) = ady(t) + Bda(1).

Exemple :
Soit I’équation
Y (t) — 3y (t) + 2y(t) = 2 + cos(t)e .

On peut chercher une solution de

y'(t) =3y () + 2y(t) = 2.

On a directement g — 1 solution évidente. (Si on ne la trouve pas, on peut mettre 2 sous la forme 2%
et chercher sous la forme adéquate).

On a déterminé précédemment une solution particuliére de
() — 39/ (t) + 2y(t) = cos(t)e".

On superpose les solutions et on trouve ’ensemble des solutions de I’équation de départ :

1
{t— 1+ 1—0 cos(t)e " — 10 sin(t)e™ 4+ el + Aae® 5 A, A € K.



2.3 Probléme de Cauchy

Proposition 10. Soient a,b,c 3 nombres réels (ou complezes) avec a # 0, d une fonction continue
sur un intervalle I, tg un élément de I et o, B deux nombres réels (ou complexes), alors le systéme
d’équations :

ay” +by +cy=d

y(to) =

y'(to) = B.

admet une unique solution y définie sur I.
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ANNEXE :

Preuve des solutions des équations différentielles homogénes d’ordre 2 a coefficients
constants

Proposition 5. Soit I’équation différentielle :
y'+ay +by=0  (E)

on note ay, o les 2 racines de ’équation caractéristique o + aa+b = 0.

L’ensemble de solution de (E) est alors
o siay # ay (cas de deux racine simple), Sg = {x — A1e™® 4+ X2e™?* 5 A, A\ € C}
o siay =ay =« (cas dune racine double), Sp = {x — (Mz + X2)e™™ ; A, 2 € C}

Preuve : On définit deux applications @1 et @9 ayant comme ensemble des définitions les fonctions
C>®(R,C) (c’est-a-dire les fonctions définies sur R dérivables a tout ordre et a valeurs dans C) par

p1: C®R,C) — C®[R,C) ¢2: C®R,C) — C*[R,C)
y =y —ayy y =y gy
On compose les 2, on obtient alors par linéarité de la dérivation et en utilisant les relations coefficients-
racines
p1opa(y) =y" — (1 + a2)y + a1y = y" +ay’ + by.
Résoudre (E) revient a résoudre
p10@2(y) = (x—0),
soit
p1(f) = (z—=0), ouf=p(y)

On résout 'équation en f, soit f'—aqf = (x +— 0), on a alors f = (z — Ae“'”) avec A € C. On résout

alors
oa1x

p2(y) =y — azy = Ae

Les solutions de 1'équations homogene y' — asy = 0 sont y = (z — Age . Pour la solution

particuliére, utilisons la variation de la constante, on pose donc y(z) = k(z)e®?* et en dérivant, on
obtient

agm)

K (2)e®® + k(z)ae™® — agk(x)e®?™ = k' (2)e*?™ = Ae™”.
On en déduit k'(z) = Ael®1—2)z,

On distingue deux cas :

. A _ . N
1. Si a1 # a9, on peut prendre k(z) = g e(a1=a2)7 ot alors la solution compléte est
A (a1—a2)x jow QT o1 QT
y(x) = el m02)T 2T 4 N, pQ2T N 01T 4 ) 02T
a1 — Q9
ou A\ = a1iloc2' On a bien le résultat voulu.

2. Si a1 = ag, on peut prendre k(x) = Az et alors la solution compléte est
y(z) = zAe(01702)T02T 4 306027 — (N1 4 \y)e™?,
ol A1 = A. On a bien le résultat voulu.

Remarques:

1. Cette méthode de factorisation de ¢ en 1 o 9, ici parachutée, découle d’un résultat d’algebre
linéaire que l'on verra plus tard dans l'année.

2. Sans difficulté, la démarche se généralise aux équations différentielles homogénes & coeflicients
constants d’ordre quelconque, si on admet que, sur C, un polyndéme se factorise complétement.
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