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Exercice 1.

Soient λ, µ ∈ R. Résoudre le système d’inconnues x, y :
{

−x + (1 + λ)y = −4− µ

2x − λy = 9 + µ

Exercice 2.

1. Exprimer sous forme réduite

An =
∑

1≤i≤j≤n

i

j
,

puis déterminer le plus petit entier strictement positif q tel que pour tout entier n, qAn est un
nombre entier.

2. Pour n ∈ N et a ∈ R
∗, écrire sous forme réduite :

∑

0≤i,j≤n

a2i−j .

3. En calculant de deux manière
∫ x

0
(1 + t)ndt, obtenir des formes réduites de

n
∑

k=0

(

n

k

)

1

k + 1

et n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k

k + 1
.

Exercice 3.

Résoudre sur R.
2
∣

∣x2 − 3x
∣

∣− |x− 2| ≤ 1.

Exercice 4.

Le but de l’exercice est de démontrer que l’équation

x2 − 2y2 = 1

admet une infinité de solutions avec x et y entiers.

1. Soit n ∈ N, démontrer l’existence et l’unicité d’un couple (xn, yn) ∈ N
2 tel que

(3 + 2
√
2)n = xn + yn

√
2.

2. Exprimer xn+1 et yn+1 en fonction de xn et yn.

3. Montrer que les suites (xn) et (yn) sont strictement croissantes.

4. Démontrer le résultat annoncé.

Problème :

Partie I : Etude de la série harmonique

On définit la suite (un)n≥1 par un =

n
∑

k=1

1

k
.



1. Divergence de (un) :

(a) Montrer que la suite (un) est croissante.

(b) Montrer que ∀n ∈ N
∗, u2n − un ≥ 1

2
.

(c) Montrer que (un) ne converge pas vers une limite finie.

2. On définit les suites (an)n≥1 et (bn)n≥1 par an = un − ln(n+ 1) et bn = un − lnn.

(a) Montrer que ∀x ∈]− 1,+∞[, ln(1 + x) ≤ x.

(b) En déduire que

∀n ∈ N∗, ln

(

n+ 2

n+ 1

)

≤ 1

n+ 1
≤ ln

(

n+ 1

n

)

.

(c) Montrer que les suites (an) et (bn) sont monotones.

(d) Etudier le signe de an − bn et en déduire que les suites (an) et (bn) sont bornées.

(e) Justifier que la suite (an) (respectivement (bn)) converge vers ℓa ∈ R (respectivement ℓb ∈
R).

(f) Montrer que ℓa = ℓb.

Partie II : Etude d’une limite de somme

On définit les suites (wn)n≥1 et (Sn)n≥1 par

wn =
n
∑

k=1

k2 et Sn =
n
∑

k=1

1

wn

.

(a) Énoncer et démontrer la forme réduite de wn.

(b) Déterminer a, b, c ∈ R, tel que

∀n ∈ N
∗,

1

n(n+ 1)(2n + 1)
=

a

n
+

b

n+ 1
+

c

2n + 1
·

(c) Montrer que

∀n ∈ N
∗,

n
∑

k=1

1

2k + 1
= u2n − 1

2
un − 1 +

1

2n+ 1
·

(d) Exprimer Sn en fonction de un, u2n et n.

(e) Exprimer Sn en fonction de bn, b2n et n.

(f) Montrer que la suite (Sn) converge vers une limite que l’on explicitera.


