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Correction

Exercice 1 :

Exercice 2 :

1. Pour calculer la limite en ¢t = x, effectuons le changement de variable ¢ = x 4+ h. On a alors

cos(n(z 4 h)) — cos(nz)
cos(x + h) — cos(x)

fo(z+h)=

On peut utiliser un dévelopement limité en A, mais le plus simple est d’écrire

_cos(n(x + h)) — cos(nx) h
folz+h) = n cos(z + h) — cos(x)

On reconnait les taux d’accroissement des fonctions g =t + cos(nt) et h =t — cos(t) au point
x. Or ¢'(x) = —nsin(nx) et h'(z) = —sin(z) # 0 (car x €]0, 7[), on résulte donc

sin(nx)

fa(t)—mn

t—x  sin(z)

On conclut que la fonction f, se prolonge par continuité a [0, 7] par

fulz) sit#a

pSR) g = g
sin(x)

la fonction f, définie par f,(z) = {

I, = /07r fu(t)dt

(a) On calcule, en utilisant le formulaire trigonométrique,

2. On définit la suite (I,) par

Lo+ 1, — /7r cos((n+2)t) + cc;s(f;z(t)) _(;C;Z(((;; + 2)x) — cos(nz) gt
B 2cos((n + 1)t) cos(t) — 2 cos((n + 1)x) cos(x)
N / cos(t) — cos(z) dt
_ / 2 cos((n + 1)t)(cos(t) — cos(z)) + 2 cos((n + 1)t) cos(z) — 2 cos((n + 1)x) cos(x)dt
0 cos(t) — cos(x)
B cos((n cos(z T cos((n+1)t) — cos((n+ 1)x)
_ 2/ ((n+ 1))t + 2 cos )/0 g dt
B sin((n + 1)t) cos(x ™ cos((n + 1)t) — cos((n + 1)x)
=2 [ n+1 }0 +2 cos( )/0 cos(t) — cos(x) dt
=0
On conclut

‘ I+ I, = 2cos(x)lp41. ‘

(b) On reconnait une récurrence linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est 72—2 cos(z)r+
1 = 0. On la résout et on trouve 2 racines r; = €% et ro = e~ ** qui sont différentes, car
x €]0,w[. On en déduit l'existence de A etB 2 complexes tel que pour tout n

In _ Aeint _i_Befin:p



Or Iy = f07r 0dt =0et I) = foﬂ 1dt = 7, on résout

A+ B =0
Ae”™ + Be™™ =
On trouve alors B = —7—5 = —2isi’;(x) et A = 767,7;%” = 2isi’:1(x), on injecte dans

I’expression de I, et on obtient, grace aux formules d’Euler,

inT —inT :
o7 ine T e €T —e __sin(nx)

" 2jsin(z) 2isin(x) 2isin(z)  sin(z)

Probléme 1 :

1. En utilisant 'indication, considérons I'application ¢ définie de F' ’espace vectoriel des fonctions
polynomiales de degré au plus 3 dans R* par ¢(g) = (g(a), ¢'(a), g(b), ¢’(b)). C’est une application
linéaire par linéarité de la dérivation et de I’évaluation. On a dim F = 4 = dim R*. Montrons
que @ est un isomorphisme. Comme les dimensions sont finies et égales, il suffit de montrer
I'injectivité.

Montrons que Ker ¢ = {t — 0}. L’inclusion D est claire. Pour la réciproque, soit g € Ker ¢, on a
donc g(a) = ¢'(a) =0 et g(b) = ¢'(b) = 0, d’ott a et b sont 2 racines distinctes au moins double
de g, or le degré de g est au plus 3, donc g est nulle.
On conclut que ¢ est un isomorphisme, donc pour tout f € C4([a, b)), il existe une unique fonction
de g tel que

gla) = f(a), g(b) = F(b), g'(a)=F(a) et g(b)=7b).

2. On définit la fonction ¢ sur [a,b] par

o) =gt~ HO O IEZI (220 ) - F

(a) Comme g(a) = f(a) et g(b) = f(b), on a directement
() = $(b) = 0.]

(b) On calcule

f(b) = f(a) _ f'(b) = f'(a) a+b
b—a  (b—a) (t_ 2 >’

donc

et

f) = fla) _ f'(0) = f'(a) _ _f(b) = fla)  f'(a) + F'(D)

R . — =)

Par sommation de fonctions polynomiales de degré au plus 3, on sait que % est une fonction
polynomiale de degré au plus 3, donc v’ est une fonction polynomiale de degré au plus 2.
Comme ¢’(a) = 9'(b) et la majoration du degré, on en déduit que ¥'(t) = ¢'(a) + \(t —

2 2
a;—b - A <a—2i—b> + 9 (a) qui est bien la

forme voulue. On conclut qu’il existe A et B 2 réels, tel que

a)(t —b). On en déduit que ¥(t) = A (t -

atb 2
pour tout t € [a,b], ¥/(t) = A (t — 2)" + B.




(c) Par sommation de fonctions polynomiales de degré au plus 3, on sait que v est une fonction
de degré au plus 3, calculons son intégrale sur [a, b].

. . . t) =(t "(t) = ' (¢ .
Effectuons 'intégration par partie u( ,) vie) () =y (E +)b , on a donc en utilisant

¥'(a) =¢'(b) =0

/ab Y(t)dt = [w(t) (t _ a;b)]z B /:1/1’(25) (t B a—;b) 4 — /ablﬁ’(t) (t B a—£b) &

En utilisant le résultat de la question précédente, on a
A a+b\* B a+b
() 5 (%

3
/bqb(t)dt:/bA(ta;—b) +B<ta—2|_b>dt:

On conclut donc bien

b
oﬂ/ P(t)dt = 0.

3. On calcule

b b 1 2
/ldt:(ba), /(ta+b>dt:[<ta+b> =0
; . 2 2 2
et
b 3 a+b
/(t—a)(t—b)dt = {— t2+abt}
a 3 2
¥ooa+b, 5 @ a+b .,
= 3 2b+ab—§+ 2a—ab
B _b3—3ab2+3a2b— 3__(b—a)3
N 6 6
b
Par linéarité de I'intégrale et le fait que / ¥ (t)dt = 0, on conclut
b 2
fla)+ f(b b—a
[ attae = - TOEIE OO o) — gy,

4. Soit ¢ €la, b, utilisons I'indication et choisissons A tel que hy(c) = 0, il suffit de prendre A =

%. (possible car ¢ # a et ¢ # b).

Pa construction, on a donc hy(a) = hx(c) = ha(b) = 0. Par les régles de composition, la fonction
hy est dérivable sur [a,b], comme a < ¢ < b, on peut donc appliquer le théoréme de Rolle
et il existe a et B tel que ¢ < a < ¢ < B < b et h\(a) = h,\(B) = 0. De plus, on calcule
R (a) = h(b) = 0. Comme hy est de classe C, on peut stéré le procédé et on a donc b} a au
moins 3 zéros, hg\3) a au moins 2 zéros, puis hg\4) a au moins 1 zéro d. Comme g est polynomiale
de degré au plus 3,on a

B (1) = g0 (t) — FO ) + 240 = (1) + 240

On a donc —f4(d) + 24\ = 0 et on a donc d €]a, b[ tel que :




£(e) = gle) + L5 (c — a)2(c — b),

5. La fonction f est de classe C* par composition, donc la fonction ‘ f (4)| est continue sur le segment

[a, b], elle admet donc un maximum donc M = sup ‘ A (x)‘ existe.
z€[a,b]
Gréace a la question précédente, on a, pour ¢ € [a,b],

M

56— 9(0)] < 3 (t = )*(b— 1),

/abf(t)dt—/ dt’ /]f ]dt<M/ (t — a)2(b— t)2dt.

Premiére méthode calculer explicitement 'intégrale (un peu lourd...) et on obtient

/abf(t)dt—/ g(t )dt‘ < ‘;\i (b goa)5 .

Deuxiéme méthode, plus simple, permettant d’obtenir un résultat un peu plus grossier, mais
suffisant pour les questions suivantes :

On en déduit

(b—a)?

On calcule le maximum de ¢+ (¢t — a)(b — t) sur [a,b] et on trouve ==, on en déduit

/abf(t)dt—/ ()dt‘ < Jz\i (b Iﬁa)5.

Soit n € N*, on note (ap, - - ,ap) la subdivision réguliére du segment [a, b] (c’est-a-dire pour tout
i €[0,n], ai =a+ zb_T“) On note g, : [a,b] — R la fonction telle que, pour tout i € [0,n — 1], la
restriction gjq, q,,,] est la fonction spline de fi,

s@it1]
b
On pose enfin S, :/ gn(t)dt.
a
6. En utilisant la relation de Chasles, on a
aj4+1

n—1
.=y |
i=0 v %

Comme g4, q,,,] est une fonction spline, grace a la question 3, o n en déduit

n—1 a Qi Qint — a:)?
5= 3t - ap P 0) _ o 0 )
=0

En simplifiant, on obtient

S, — Ti (b;af(ai) + flait1) (b — a)?

. () = @)

Puis en simplifiant par télescopage, on obtient

_ b b a s () + i)
o= g (10—l + 05 (L),




7. En réutilisant la relation de Chasles, on a

b n—1 ait1
S — / foar =3 / (ga(t) — F(£))dt.

On en déduit

5. | bf(t)dt‘ -5 [ oty - s0l
a i=0 v %

En utilisant la question 5, on a

@it1 (ai+1 — ai)5 M
n(t) — <M = .
/a@- 90 t) = JO At < M= 507 = 20 3008
Par sommation, on en déduit,
b
M
_ <=
S /a f(t)dt' ~ 24-30n4
On conclut donc
b 1
Sn — /a f(t)ydt = n_>O+OO <n4).
On applique la méthode précédente pour f définie sur [0,1] par f(¢) = l%rt et n=
8. On calcule
1 i i+1
1, , f(&)+ 705 1,1 1 1/1 2 1 133
S2= - HORDD 2 mCattetlatgty) =1 =069

i=0
On calcule f®)(t) = ﬁ. On en déduit que sup ‘ A (t)’ = 24. En utilisant la question 7, on
te[0,1]
en déduit que
1 1
Sy —In2| < — .= ~~0,002.
92 =2 < 35 57 ~ 0,
9. Comme pour t € [0,1], f4(¢) > 0, la question 4 nous permet de dire que g est une approximation
par défaut de la fonction f.
On conclut donc que S5 est une approximation par défaut de I'intégrale de f.



1. Probléme : ruine du joueur
On considére le jeu suivant : deux personnes s’affrontent en une succession de manches mutuellement indépendantes.
Une manche fixée peut étre remportée par le joueur A avec une probabilité a € ]0,1[7 ou bien par le joueur B avec une

probabilité b = 1 — a . La fortune du gagnant augmente alors de 1 euro, pendant que celle de son adversaire diminue du
méme montant. La fortune initiale de A est de n euros, la fortune initiale de B est N — n euros, ou N est un entier
naturel strictement positif fixé (sauf indication contraire) et n un entier naturel inférieur ou égal & N. Dés qu’un joueur
est ruiné (c'est-a-dire dés que sa fortune devient nulle), le jeu s’arréte.

On note également p, la probabilité que A finisse par remporter la partie. Cette probabilité dépend bien str de sa
fortune initiale n. On a par exemple p, = 0 et py = 1. On note enfin ¢, la probabilité que B gagne la partie.

On pourra éventuellement utiliser les notations suivantes : A, est 'événement « A remporte la k iéme manche », B,

I’événement « B remporte la k iéme manche .
1.1. Justifier que p, = ap, | + (1 - a)pw1 sine€ |[1,N - 1]].

Soit n € HLN — 1]] et A I'événement « A finit par remporter la partie ». D’aprés la formule des probabilités totales

appliquée au SCE (AI,X]), on a p(A) = p(A])pAl (A) + p(X])pAf<A) soit encore p, = ap, ; + (1 - a)pnfl. En effet,

si A remporte le premier point il se retrouve avec une mise de n + 1 euros pendant que B possedera N — (n + 1) euros.

. 1
1.2. On suppose dans cette question que a = .
1.2.1. Déterminer la valeur de p, en fonction de n.

L'équation caractéristique associée & cette suite RL2 est ar? —r + (1 - a) = 0. Le discriminant vaut

1
A=1- 4a(1 - a) =0 carici a = 3 La racine double est 1. Donc p, peut s'écrire ici « + Bn . Comme p, = 0 et

py =1 on obtient |p, =

==

1.2.2. Donner par un raisonnement rapide la valeur de g, .

Vue la fortune initiale de B, on a mutatis mutandis |q, =

1.2.3. Calculer p, + g, et interpréter.

On a|p, +¢q, = 1| . Cela signifie que la probabilité que le jeu s’éternise est nulle.

1—a

1
1.3. On suppose dans cette question que a = 3 On pose a =
a

1.3.1. Exprimer p, pour tout n € [[O,N]] en fonction de a , n et N.

, . . — 1
L’équation ar? —7"+(1—a) = 0 a pour solutions r =1 et r = @ _ a=1car a = 5

a
Donc p, = A+ Ba".Ona p, = 0,py =1 donc A+B=0et A+ Ba =1donc B=—-Aet A= ! v
1-a
—a” a" —(1—a)"
Finalement |p, = ! aN :aN’"(i)N pour tout ne[[O,N]].
-« aNf(lfa)
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1.3.2. Donner par un raisonnement rapide la valeur de g, (on donnera une expression avec une seule barre de

fraction).
1_ 1
. . N wal nl= o n
On a mutatis mutandis (a —1l—amn«<— N — n) q, = =« , donc |g, = «
1— 1 oV -1 1—a
e

1.3.3. Vérifier que p, +q, = 1.

1fa"+a”<lfaN’") 1—aV
Donc p, +gq, = TN = oV donc |p, + ¢, = 1| Cela signifie encore une fois que la probabilité

a

que la partie n’ait pas de vainqueur (que le jeu ne s’arréte pas) est nulle.

1.3.4. Montrer que si a = = et n = 4 alors la probabilité que B finisse par ’emporter est inférieure a 4

milliétmes quelque soit la fortune initiale de B !

n

Supposons que a:é et n=4.Alors p = 1-a >l-a"car 0<1l—a” <1 etl1l—a">0.Donc
5 n 1 _ (XN
1 1
1 p_ 111 . , N
g, =1—p, <a" = o 256 < 550 4 AU ie. |1a probabilité que B finisse par 'emporter est inférieure & 4 milliemes|

quelque soit la fortune initiale de B !

1.3.5. Dans cette question n est fixé et la fortune initiale de B est trés grande : on considérera qu’elle tend vers

+00 . Discuter la limite de p, (n fixé, N — 400 ) en discutant selon la valeur de a.

n
N—>0 quand N — oo

. . . . 1
On aici @ >0 et o = 1. Deux cas se présentent : si « > 1,1ie. a < 57 alors p, =

1-«

Sinon 0 <« <1l et p, —1—-a" !‘

1.4. Quelques précisions
On note respectivement p(n,k) (resp. q(n,k)) la probabilité que A (resp. B) remporte la partie aprés k manches

exactement, la fortune initiale de A valant n. Ces notations et hypotheses sont valables dans la suite.

1.4.1. Donner la valeur de q(n,k) en fonction de a,b (ou a seulement) dans les cas suivants :

1.4.1.1.k=n € {1,.,N - 1}

Ici B doit gagner n manches consécutives donc q(n,n) =b"

1.4.1.2. k< n
B ne peut pas ruiner A en moins de manches que A n’a d’euros donc q(n,k) =0

1.4.1.3.n = Lk =3,N > 2

On a q(173) = ab? | (A doit remporter la premiére manche et B les deux suivantes)

1.4.1.4.n=1k=5N >3

On a q(1,3) = a?® + abab® = 2a%0% | (deux parties possibles : AABBB et ABABB)

1.4.2. Exprimer q(n,k) a l'aide de a,b et de valeurs de la forme q(l,k — 1) si nke N,

On a si n,k € N par le méme raisonnement qu’a la question 1, sauf qu'il

q(n,k) = aq(n + 1L,k — 1) + bq(n - Lk — 1)

faut tenir compte de la durée des parties.
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1.4.3. Expliquer rapidement comment obtenir grace a cette formule les valeurs des q(n,k) en fonction de n et k
dans un cas concret ou N est connu.
On a donc une formule de récurrence simple sur k portant sur les q(n,k). Comme on connait les q(n,l) (ainsi d'ailleurs

que les q(n,O) si on préfere redescendre d'un cran) qui valent tous 0 sauf q(l,l) = b, on peut en déduire les q(n,k) qui

sont nuls si n > k (donc il y aura un nombre fini de calculs & faire !)




