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Devoir surveillé 8
Correction

Exercice 1.
1. On remarque que —1 est racine évidente, on calcule alors
P=(X*+X+1)(X+1).

Le polynéme X2 + X + 1 est irréductible sur R, car discriminant strictement négatif, on a donc la facto-
risation sur R : ‘P =(X+1D)(X2+X+1). ‘

On calcule les racines de X2+ X + 1 : # — tiF-

™

On a donc sur C : | P = (X +1)(X — /5 )(X — e %),

2. Le polynome Q,, a exactement racines simples : eim:_i", ke [0,n—1].

n—1
Onadoncsur C: | X" —1= H(X—ei
k=0

2k7

).

En tracant le cercle trigonométrique,
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n=>5 n==~,

on remarque que 1'on doit distinguer les cas n entier pair ou impair (Selon que -1 est/ n’est pas racine de
Qn-)

Si n entier pair, on a n = 2p et 2 racines réels -1 et 1 pour @,, d’o

Qn=X+1H(X-1) 1:[(X2 — 2cos (%T) X +1).

k=1

Si n entier impair, on a n = 2p + 1 et une seule racines réel 1 pour @Q,, d’ou

Qn = (X—l)H(X2—2cos< 2T1)X+1).

k=1 2p

3. (a) En utilisant la factorisation de P, on a

27

Up = H (w+ 1) (w— ei%w)(w —e '8

wel,
= < H (w—i—l)) ( H (w—eiZTﬂ)) < H (w—e‘i%’r)>
wel, wel, wel,
=0 ] (1 —w)) (~1)" ( (e —w)) (~1)" ( II % —w)) :
wel,

wel, wel,



En utilisant la factorisation de Q,,, on en déduit

On conclut [u, =4 - ((—1)" — 1) sin? (%)

(b) Premiére méthode : on utilise directement la formule de la question précédente et on trouve ((—1)" =

1 donc n entier pair) ou (sin (%) = 0 donc n multiple de 3).

Deuxiéme méthode : un produit est nul si et seulement si un des termes du produit est nul, donc si
il existe w € U,, racine de P. Il faut et il suffit donc qu’une des racines de P soit une racine de @,,.

Ilya3cas:

e —1 racine de @, soit (—1)™ =1, donc n pair.

e ¢ racine de Q, soit e/*3" = 1. On a alors 2% = (2], soit n = 0[3] et » multiple de 3.

e ¢ % racine de Q,, soit e~#*3" = 1. On a alors — 20T = 0[27], soit n = 0[3] et n multiple de 3.
On conclut

‘un =0, si et seulement n est multiple de 2 ou 3. ‘

Probléme 1

Etude de u,, et détermination de la limite de la suite (u,(z)) (si elle existe).

u7L,1(a:)2

- > 0, car carré d’'un nombre réel

1. Pour z € RT, on a ug(x) = x > 0, puis pour n > 0, on a u,(x) =
diviser un entier positif. On conclut que

Vn € N,Vz € R, u,(x) > 0. ‘

2. Montrons le résultat par récurrence sur n.
Initialisation :
La fonction ug = x — x est strictement croissante sur RY.
Hérédité :
Supposons qu’a un rang n fixé, u, est strictement croissante.
La fonction f, : =z — 2 st strictement croissante sur R, comme fonction puissance. Donc comme ,,

n+1
est & valeurs dans R* par composition de fonctions strictement croissantes, on conclut que un11 = fn, 0 Uy,

est strictement croissante. La propriété est donc héréditaire.
On conclut

Vn € N, la fonction u,, est strictement croissante sur R.

3. Montrons par récurrence sur n que Uy, (x) —+> +o00.
T—+00

Initialisation :
La fonction ug = x + x vérifie clairement la propriété.
Hérédité :

Supposons qu’a un rang n fixé, u,(z) — +oo.
T—+00

La fonction f, : = — verifie f,,(z) 2T +o0. Par composition des limites, on a donc uy,4+1(x) =

x2
n+1
frn o un(x) el —+00.

On conclut

YneN, wu,(z) — Hoo.

Tr—r+o0

On conclut



un(z) |0

4. Comme u,, est continue par composition et strictement croissante, on conclut

‘un définit une bijection de Rt sur u, (R*) = R*. ‘

5. La fonction ug = x + x est sa propre réciproque est donc dérivable par les régles usuelles sur R™.

Sin > 0, on remarque u},(z) = 2u,_1(z)ul,_;(z). On en déduit que la dérivée s’annule en x si u,—1(z) = 0
ou si u),_;(x) = 0. On en déduit par une récurrence a rédiger que pour n > 0, la dérivée de wu,, s’annule
seulement en 0, donc u;,; ! est dérivable sur R* \ {u,(0)} = R™™*.

On conclut que

‘ la fonction réciproque de u,, est dérivable sur R* sin = 0 et sur R™ si n > 0.

2
6. Comme uy,41(x) = nl®)” i 1a suite (un(z)) converge vers limite finie ¢, par opérations sur les limites,

n+1
on obtient £ = 0F.
On conclut que

‘ si la suite (up(z)) converge vers limite finie ¢, alors nécessairement ¢ = 0. ‘

Bassins d’attraction :

On note

Egz{x;x€R+ et up(x) — 0} Ew:{x;xeRJr et up(r) — —|—oo}

n—s+oo n—s+oo0

7. Soit z € RT, on suppose qu’il existe N € N, tel que uy(z) < N + 1.

(a) Montrons par récurrence sur n que
Yn >N, upt1(z) <up(z) <n+1.

Initialisation :

_ : ’ 5 N . . D)
Pour n = N, on a bien u,(z) <n+ 1. C’est I'hypothése. On en déduit donc que T =L

Il en résulte, comme tout est positif et n > 0, que

(un(x))Q -

n+1 tn 'n—i—l_

Un+1 (x) =

Hérédité :

Supposons qu’a un rang n fixé, on a up41(z) < up(r) <n+1.
On en déduit que u,11(z) < n+ 2, puis uJ—_ﬁé‘r) <1

Il en résulte, comme tout est positif et n > 0, que

un+1(x)
n -+ 2

(un+ 1n (x))Q

nt2 Sun-&-l(x) <n+2.

Unt2(x) = = Un41(2) -

La propriété est donc héréditaire.
On résulte donc que

Yn >N, upt1(z) <up(z) <n+1.

On conclut donc que

‘ la suite (u,(x)) est décroissante a partir du rang N.




(b) La suite (un(z)) est donc décroissante minorée par 0, elle converge vers une limite finie et par la
question 6, cette limite est 0.
On conclut que

(¢) On remarque ug(1l) =1 < 0+ 1, donc la propriété « un(1) < N + 1 » est vérifiée pour N = 0. On

peut donc conclure que que

8. Soit z € R, tel que la suite (u,(z)) ne converge pas vers 0.

(a) Le résultat de la question 7 est si il existe N tel que un(z) < N + 1, alors « € Ey. Si x € Ey, il faut
donc nier la propriété et on obtient

VN eN, up(z)>N+1.

Par le théorémes des gendarmes, on peut donc conclure que

Up () ST “+o0.

(b) Supposons = & Ey, grace a la question précédente, on uy,(z) —+> 400, donc ¢ € Eo,. On conclut
n——+0oo
que

|R* = EyU B |

(¢) Montrons par récurrence que
Yn >0, u,(2)>n+2.

Initialisation :
Pour n =0, on a bien up(2) =2 <0+ 2.
Hérédité :
Supposons qu’a un rang n fixé, on a u,(2) > n + 2. On a alors
Un41(2) = un(2)° > (n+2)° =n—|—3—|—M—n—?»zn—l—?»—i—L >n+ 3.
n+1 n+1 n+1 n+1

Par le théorémes des gendarmes, on peut donc conclure que

un(2) e +00, soit 2 € E.

(d) Soit x > 2, comme la fonction u, est croissante, on a
Un(2) < up(x).

Par le théorémes des gendarmes, on peut donc conclure que u, (z) —+> 400, soit © & Ey. On conclut
n—-+0o0o

que

9. Ej est une partie de R non vide (1 € Ey) majorée par 2, on conclut

‘ FEy admet une borne sup 6. ‘

10. Soit > §, on a donc x & Ey, d’oit © € E. Il en résulte que
Ve >0, x€ FEy,

soit |6, +00[C Ex.
Soit z < §, par caractérisation de la borne il existe donc y € Ey tel que z < y < 4, comme u,, est

croissante, on a

0 < up(x) < up(y).
Comme y € Ey, on a donc wu,(y) . _>—+>OO 0. Par le théorémes des gendarmes, on peut donc conclure que
Unp () W 0 et il en résulte

Ve <§, =z € Ey,
soit [0, 6[C Ep.
Il reste donc a savoir si d € Eg ou d € E, et on conclut qu’il y a 2 possibilités :



| (Eo = [0,0[ et Bog = [5,+00]) ou (Ey = [0,0] et Ex =]6, +00]) |

Justifier que Ey et F., sont des intervalles. On précisera les différentes possibilités pour Fy et Eo, en
utilisant 4.

11. Montrons par double implication la propriété :

Supposons g € Ej :

On a donc uy,(xo) —+> 0. Par définition de la limite, pour tout € > 0, il existe N € N, tel que sin > N,
n—-+00

alors |un(z9)] < e.

On peut prendre € = % et on a donc uy(zo) < |un(zo)| < & < 1.

Supposons qu’il existe N tel que un(xo) < 1

On a alors un(z9) <1 < N + 1, donc par la question 7.(b)., on conclut zg € Ejy.

12. Supposons z¢ € Ey, grace a la question précédente, il existe un rang N tel que uy(zo) < 1 . Comme
la fonction uy est bijective croissante de RT dans R™, pour y €]un(zo), 1], il existe z; > zo tel que
un(z1) =y < 1. Grace a la question précédente, on 1 € Ey. Comme x1 —xg > 0, en prenant € = x1 — xo,
on a bien

‘existence de € > 0 tel que g + € € Ey. ‘

13. SI 6 € Ey, grace a la question précédente, il existerait xg € FEy, tel que zy > 4, ce qui est contradiction
avec la définition de la borne sup. On conclut

‘5 ¢ Fy, puis Ey = [0,6[ et Eo = [5,—1—00[‘

Probléme 2

1. Existence :
En utilisant la formule de Moivre, on a, pour tout z € R,

cos(nz) = Re(e’

= Re (0 o~ (27;) (_1)k sin2k (J;) cosn—Qk (J)) T Z (2k7:_ 1) (_l)k Sin2k+1 (x) Cosn—Qk_l

0<2k+1<n

(=1)*(1 = cos*(x))* cos™ 2 (x) = T, (cos(x))

ounT, = Z (2739) (—1)F(1 — X%k X"2*_ Le polynome ainsi construit convient.
0<2k<n
Unicité :
Soit @, un polynéme tel que
Ve e R, Qpn(cos(x)) = cos(nx).

Pour tout x € R, le polynoéme T, — @Q,, admet cos(x) comme racine, car
(T, — Qn)(cos(x)) = Ty (cos(x)) — Qn(cos(x)) = cos(nz) — cos(nz) = 0.

Tout élément de [—1,1] est donc racine de T,, — @, il en résulte que ce polynéme admet une infinité de
racines, il est donc nul d’ou Q,, = T),.

On conclut donc bien a l'existence et 'unicité du polynéme T}, et on a

(z)



L= >, <27;)(—1)k(1—X2)’“X"2’“.

0<2k<n

. On remarque que le degré de T,, est majoré par n, car combinaison linéaire des polynémes de degrés n
(1-X 2)’“X n=2k On calcule le coefficient a,, du monoéme de degré et on trouve

=3 (27;)
keN

Si on introduit b, = Y, cx (yy1)- En utilisant le binome de Newon, on trouve a, + b, = (1 +1)" = 2"
et ap, — b, = (1 —1)" = 0. On peut donc conclure :

‘Tn est un polynome de degré n et de coefficient dominant 27~ 1. ‘

. Comme T, est degré n, il suffit de déterminer n racines distinctes. Comme Vz € R, Qn(cos(a:)) = cos(nz),
on remarque que si cos(na) = 0, alors cos() est une racine T,. Il en résulte que si na = §[x], alors cos(a)
est une racine de T,,. Pour k£ € Z, cos (2’;:;17r) est une racine de T;,. Comme cos induit une bijection de
[0, 7] dans [—1,1], pour k € [0,n — 1], on obtient n racines distinctes. On conclut donc

T, posséde n racines simples : cos (2k+171') avec k € [0,n — 1].

. Le polynéme @Q,, doit étre non nul, il doit donc étre de degré au moins n, car il a au moins n racines
a+cos (k7T + 2n) avec k € [0,n — 1ﬂ On remarque que le polynéme zn%lTn (X —a) remplit ces conditions.
On conclut donc

Qn = %TH(X - a)~

. En utilisant la définition de @,, et 'expression de T},, on a directement :

Qn(0) = in_l Z (27;>(_1)k(1 — a?)F(—a)" 2k,

0<2k<n

. Comme a > 1, en manipulant 'expression précédente, on obtient

(—1)" n 2%k
_ k n—2k _ 2 1) n—2k'
Qu(0 2" 1 (Zk;) ~ e gn-1 <2k) (” “ “
keN keN

Introduisons les quantités P,(a) et I,,(a) définie par

P, (a) = Z <27;> (M)% a" %k et I,(a) = % ( n ) (M) 2k+l gn—1-2k

P 2k+1

En utilisant le binéme de Newton, on obtient

P,(a)+ I,(a) = Z (Z) ( a? — 1>ka"_k = (a + /a2 — l)n

keN

Z(Z)(_Uk( a2—1>ka"—k=(a— a2—1>n

keN

On en déduit P,(a) = 1 ((a +Va ) ( a? — 1>n> et on conclut

P,(a) — I,(a)

Qn(0) = (_i)n ((CH- Va2 — 1)n + (a— a? — 1)n> .

2

. Si P est un polynoéme de degré n scindé, le produit des racines de P comptées avec leur multiplicité est
égale a (—1)" 22 ol ag est le coefficient du monome de degré 0 et a,, le coefficient dominant. On remarque
que ag = @, (0 ) En appliquant ce résultat & @,,, on obtient directement



(evos(5 0 52)) - (o o) o o))

9. Comme a > 1 et cos (k7T + %) > —1, les termes du produit de la question précédente sont strictement

positif. On peut donc passer au In et on obtient

En(erom(F05)) - () )
—n1n2+1n((a+\/—) +(a a2—1)n).

On dérive alors I’expression par rapport a a et on obtient

ey
a—i—cos +%) (G+\/a——)n+(a_ a2_1)"
n (a+VaZ—1)" - (a—vaZ—1)"
\/CLQ—_l(aﬂ-myq_(a_ az—l)n

™M1

On conclut

= a+ cos (B + ) B VaZ =1 (a+ Va2 —1)" + (a -

n] 1 n (a+\/a2—1)n— (a—\/aQ—l)n
N

™

10. En appliquant la formule de la question précédente pour a = %, on obtient

2 " 2 "
5 )
3 Z) -1 N R ) -1
n—1 4+ <4> 4 4
1 n
Sn: 5 T p = n n
= iteos(BF+ ) 5\° s 5\ 2 . 5\ 2
Z - Z+ Z -1 + I Z —1

4n2" — 5= dndn —1
3on— L 34n+1

4n 2" — 5k dndn -1
On conclut | S,, = 3 % = EWTE
11. En utilisant la formule obtenue & la question précédente, comme on a 471 il onalsS én
. q p TH L o 40’ " potoo 3
Puis
g 4 4dn -2 2n
T3 T At L nttee 3.4nT
. 4n 2n n
Il en résulte donc |.S,, = 5 T3l + nﬁoJroo (47) .

12. Une fonction polynomiale est continue et [—1,1] est un segment, donc I'image de [—1, 1] par une fonction
polynomiale est un segment, la passage a la valeur étant continue. On conclut donc

‘N(Q) est finie, ¢’est le maximum de la fonction ¢ — |Q(t)] sur [—1,1]. ‘

Pour l'égalité N(A\P) = |A\| N(P), lécrire...
13. On a T,,(1) = T,(cos(0)) = cos(n - 0) = 1. On a donc N(T,,) > 1. Puis pour ¢t € [-1,1], on a t =

cos(arccos(t)), d’ot
T, (t) = T (cos(arccos(t))) = cos(n arccos(t)) € [—1,1].

Il en résulte N(7T,) <1 et on conclut | N(T,) = 1.



14.

15.

16.

Soit o une racine de R,, appartenant & [—1, 1]. Comme « = cos(arccos(ax), on a donc R, (a) = T, (o) —1 =

cos(n arccos(a)) — 1. On en déduit que n arccos(a) = 0[27], d’ott arccos(a) = 22T avec k tel que 2’;” € 10,7]

= Tn
(image de [—1,1] par arccos). On en déduit que k est un entier compris entre 0 et %, soit dans l'intervalle

2km
d’entier [0, p,, — 1] ce qui fait p,, valeurs. Par passage au cos, les racines dans [—1, 1] sont donc cos (—)
n

avec k € [0,p, — 1]. Par décroissance stricte du cos sur [0, 7], on conclut donc

2(pn—1 2(pn—2 2 pp— .
o1 = Cos w , Qig = COS (W), et ap, = cos (M) = 1 donnent p,, racines

distinctes de R,, dans [—1,1].

Soit 8 une racine de H,, appartenant a [—1, 1]. Comme § = cos(arccos(8), on a donc H,(8) = T, (8)+1 =

cos(narccos(8)) + 1. On en déduit que narccos(f) = w[2n], d’ou arccos(8) = (2k+1)7r avec k tel que
(2k+1)m

=T € [0, 7] (image de [—1,1] par arccos). On en déduit que k est un entier compris entre —1 et 251,

soit dans 'intervalle d’entier [0, ¢, — 1] ce qui fait ¢, valeurs. Par passage au cos, les racines dans [—1, 1]

2k +1
sont donc cos ( u) avec k € [0, ¢, — 1]. Par décroissance stricte du cos sur [0, 7], on conclut donc
n

B1 = cos (M» By = cos (M) o et B, = cos (W) = cos (Z)

n n

donnent g¢,, racines distinctes de H,, dans [—1,1].

(a) Les polynomes @ et T,, sont unitaire de degré n et distincts (car N(T,,) > N(Q)). Le polynome
Q@ — T, est donc non nul et degré strictement plus petit que n (les 2 mondmes unitaires de degré n
s’annulent par soustraction).

(b) On a T}, (a;) = 1 = N(T,,) par construction. On en déduit que T}, (c;) = N(T},) > N(Q) > |Q(cv;)| >
Q(«a;). On a donc

| T(0i) — Q(a) > 0.

—1 = —N(T,,) par construction. On en déduit que T,(8;) = —N(T,)) < —N(Q) <

(¢) On a T,(5;) =
> Q(Bi)- On a donc

— QB

| 7u(8:) — Q) < 0.]

Montrer pour tout i € [1,q,], T.(8:) — Q(i) < 0.

(d) On remarque que si n est pair, on a

a1 <Pr<ap << By, <ap,

et si n impair ont
ﬁl <Oél <”'<5¢In <O‘Pn'

Dans les 2 cas, on a n+1 réels en ordre croissant, tel que I’évaluation de T, — @ en chacune de ces réels
change de signe successivement, comme les fonctions polynomiales sont continues par le théoréme
des valeurs intermédiaire, il y a donc au moins une racine entre chaque couple de réels successifs. Il
y a donc au moins n racines pour le polynome T,, — Q qui est non nul et degré au plus n — 1. On
obtient donc une contradiction. Le polynéme ) n’existe donc pas.

17. On a montré que la quantité T;,(¢) est comprise en —1 et 1 pour ¢ € [—1,1], or T,,(o;) = 1 et T,,(8;) = —1.

On en déduit que si «; (respectivement (3;) n’est pas une borne de lintervalle, il y a un extremum
local en ce point, donc la dérivée est nulle en ce point, soit T, (a;) = 0 (respectivement 77, (3;) = 0) or
T'(co;) = R} () (respectivement T7(5;) = R.,(5;)). On en déduit que si «; (respectivement [3;) n’est pas
une borne de 'intervalle, c’est au moins un racine double de R,, (respectivement H,,).

Comme T, (1) = T, (cos(0)) = cos(n - 0) = 1, 1 est toujours racine de H,. Puis T,,(—1) = T,,(cos(m)) =
cos(n-m) = (—1)", donc —1 est racine de R,, si n pair et racine de H,, si n impair.

On en déduit donc que pour n pair, toutes les racines de R,, sauf —1 et 1 obtenu en 13 sont au moins
d’ordre 2 et -1 et 1 sont d’ordre au moins 1 de @Q,,. On a donc obtenu ”772 racines d’ordre au moins 2 et
2 racines d’ordre au moins 1. Comme le somme des ordres de toutes les racines est au plus n le degré de
Q. et que 2 - ”T_Q 4+ 1-1 = n, les minorations sont des égalités et on a obtenu tous les racines. Si n est
pair, on obtient que les racines H,, sont exactement les les racines obtenu en 13. qui sont toutes doubles
sauf -1 et 1.

Par raisonnement similaire pour les différentes parité de n sur R,, et H,, on conclut :



On a obtenu toutes les racines de R,, et H,, aux questions 13. et 14. et on a de plus :
(a) Sin pair :
Les racines de R,, sont doubles, sauf —1 et 1 qui sont des racines simples.
Toutes les racines de H,, sont doubles.
(b) Sin impair :
Les racines de R,, sont doubles, sauf 1 qui est une racine simple.

Les racines de H,, sont doubles, sauf —1 qui est une racine simple.

On pourra regarder les courbes des fonctions
associées aux polynémes T3 et Ty pour mieux
comprendre ce qui se passe.




