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Devoir surveillé 5
Correction

Exercice 1.

1. Par les équivalents et développements limités usuels, on a

x
cos(z) — 1 ety
72
ch(z)=1+—+ o (2%
2 x—0
22
On a donc ch (z) — 1 o g
Il en résulte ,
cos(z) — 1 -5 1
ch(z) —1 z—0 902_2 -
On conclut
cos(z)—1 N
ch (z)—1 3:6 L.

2. On remarque que sin(z3) — 1. Comme In(1 + u) ~,wona donc
r— u—

. ™ . ™
In (sln(aja)) i sln(x§) -1
De la méme maniére, on a lnxz ~ x — 1.
r—1
Il en résulte
In (sin(z%)) sin(z%) — 1
In(z)(x — 1) =1 (z—1)2

En posant le changement de variable x = 14 h, on se raméne en h = 0 et par le formulaire trigonométrique,

on a
sin(rg) —1 sin((1+h)5)—1 cos(hg)—1
(r—1)2 h? - h?
2
Les équivalents usuels nous donnent cos(u) — 1 ~ _u?. On a donc
uU—
cos(hf) —1 —h24—7rz o7
h? h—0  h2 B 4
On conclut
ln(sin(a:%)) _a?
In(z)(z—1) 1 4
3. Ona

Comme ch (z) — 1,ona
z—
Inch(z) ~ (ch(z)—1).

x—0

Les développements limités usuels donnent

_ 2
ch(z)—1= 5 +xgo(x)
On a donc )
ch(z) -1 T 1
2 a0 22 2

On conclut



4. On a

Comme ch (z) — 1,ona
z—
Inch(z) ~ (ch(z)—1).

x—0

Les développements limités usuels donnent

x—0
On a donc )
ch(z)—1 5z
T =0 ¢ 2
On a donc % — 0. Comme e*“ —1 ~ wu, on en déduit
x—0 u—0
meb® Inch (z) ch(z)—1 x
¢ x—0 x x—0 x€X z—0 2
On conclut
1 T
h e —1 ~ —
(ch@)” =1 ~, 3
. Ona

41 z(Vx24+42z—1x)
( ) _ exln(1+%)(\/x2+42x—$).

1+ =
x

Comme In(1 + u) ~, Wona
u—

41 41
n(1+=) ~ =
x r—>+00 I

(\/1;2—1—4233—1;):3:(\/1—%4‘%—2—1).

Les développements limités usuels nous donnent

\/1+u—1:%—|— o (u),

On a, de plus, pour x > 0

soit vV1i+u—1 ~ E. On en déduit
u—0 2

On a donc
zln (1—|— —) (Va2 +42z—z) ~ x-—-21=2861
T ——+00 X
On conclut
(14 8) T
Tr——+00

Exercice 2.



1. Posons f(t) =t — % + £ sin(t), par dérivation, on a

120
2 4
£ = 1- % + ;—4 — cos(t)
') = —t+ g + sin(¢)
O = -1+ g + cos(t)
) = t—sin(t)
fO1) = 1—-cos(t)

La positivité de fonction f(®) sur R* et les annulations ponctuelles nous garantissent la stricte croissance
de f®. On a donc

Pour tout t > 0, f(*)(t) > f®(0) = 0 et égalité seulement pour t = 0.

La positivité de fonction f*) sur R et I'annulation seulement en 0 nous garantissent la stricte croissance
de ).

Pour tout t > 0, f®)(t) > fG)(0) = 0 et égalité seulement pour t = 0.

La positivité de fonction f3) sur R et I'annulation seulement en 0 nous garantissent la stricte croissance
de f@.

Pour tout t > 0, f*)(t) > fP)(0) = 0 et égalité seulement pour t = 0.

La positivité de fonction f®) sur R et I'annulation seulement en 0 nous garantissent la stricte croissance
de fM.

Pour tout t >0, fM(t) > f(MD(0) = 0 et égalité seulement pour t = 0.

La positivité de fonction f() sur R et I'annulation seulement en 0 nous garantissent la stricte croissance
de fO),

Pour tout t > 0, fO(t) > f(9(0) = 0 et égalité seulement pour t = 0.

La positivité de f et f@ nous donne directement ’encadrement voulu et on conclut

Vt>0,t— % <sin(t) <t -— % + %, avec égalité seulement si t = 0.

2. On définit la fonction ¢ sur R** par

2z t2
pla) = /gE sin() — 1

(a) L’étude de la question précédente montre que la fonction ¢ — sin(t) — ¢ ne s’annule pas sur R™* et
pour r €
R, Tintervalle [z,2z] est inclus dans R**. On intégre donc une composée de fonctions continues
sur RT* donc l'intégrale est bien définie.

(b) On a montré a la question 1 que Vt > 0,
t3 A

—<sin(t) —t< —— 4+ —-
g S -t —F+ 1

Si —% + % est strictement négatif, on peut passer a 'inverse, car tous les nombres en présence sont
alors dans R™*. Or
AR t3 t2
= —— (1 =)
6 120 6 20

Donc pour ¢ €]0,v/20[, on a bien

A
-—— 4+ —=—=<0.
6 + 120
2
Il en résulte t E]O, V 20[, —ﬁ S smfﬁ S _t% < 0.
Comme t? > 0, on conclut que
/50 6 t? 6
t E]O’ 20[a _t—% < Sin(f)—t < -3 < 0.

(c¢) Les comparaisons usuelles nous directement



—_

I
t—£ 150 ¢t
(d) On calcule
11t
— Lt 202

20

Comme pour ¢ € [x,2x], on a t €]0,+/20[, d’ott 20 — t? >, on calcule directement
42

/% t 2 1. /20— 4x
] .
L. 20— ¢2

1
" _dt=|--W20-#)| = =0
[ 5 In(20 )L 2 "\ 20 — 22

On conclut
20 — 4x
1
g(t)dt = =3 1In (m)

Pour z €]0, |, onaf 1 -
1l en résulte fw ;0 71% - g(t)dtmo.
(e) On calcule directement
/QT ldt [In(t )]Iw =In(2z) —lnz =In2.
P
On conclut
f;w g(t)dt =In2.

(f) En intégrant ’encadrement de la question 2b, on a
2z 6
p(z) < —— dt.

2x
6
/ — t3dt§
z t-g t

Soit, grace au calcul précédent, on a

2x 1 2x 2x
—6 (/w i —g(t)dt—i—/w g(t)dt> <p(r) < —6/:0 g(t)dt.

Par le théoréme des gendarmes, on conclut
o(x) — —61n2.

x—0
Exercice 3.
1. On a D,(x Z e
k=—n
n 2n+1 sie® =1
D T N it et LU (U NN
-n 1— et e"%’” — el sin(%x)
On conclut donc
n+1 si z = 0[27]
= sin((n 4+ Lz
Da() 7« - 2)7) si 2 # 0[27]
sin(5x)
2.
Zk+1_n+1) si e =1
Fn(x) Dk(l‘) =
_ x) N %3
k=0 Z sie® #£1
= sin( 2



On a de plus, si x # 0[27]

Z sin((k—fl— 5)T) - 1 an((k n %)x)

: 1
P sin(sx) sin(5x) Pt

2

n

- — S Im(eitH2)7)

sm(%x) Pt

1 L
= ———Im elkt3)e
sm(%x) (;_‘;

1 ei%a: _ ei(%+n)w
= in( Ll Im i
sin(5) 1-e
_ 1 I i(L4n)a emiatne _ cilz4n)e
= - %x) m|e T

sin

. 1

= — 1 Im (ei(%-&-n)fc sin((n T 5>x)>
sin(5x)

sin(5)
L (s Lyl 2)2)
B sin(%x)( (( +2)) sin(1z) )

- (s

1
2

2

2

w> si @ # 0[27], (n+1)* sinon,

sin(1x)

Rl = (

3. (a) Par symeétrie de la somme, en utilisant les formules d’Euler, on a

n
Dy(z)=1+2 Z cos(kz) qui est réel pour tout x.
k=1

(b) On a, en utilisant le formulaire trigonométrique,

cos(at) cos(bt) = % (cos((a + b)t) + cos((a — b)t))) .

On a 2
o sin((a +0)1) 1™ _

/ cos((a +b)t)dt = {W . =0 siat+b#0

’ [T =2 sia4+b=0
27 sin((a — b)t) 2 _ _

/ cos((a — b)t)dt = {ﬁ . =0 sia—b#0

’ [t]?:QW sia—b=0

Comme a,b € N, on conclut :

2r sia=b=0
I(a,b)=¢ m sia=b#0
0 sia#b.

(¢) On a en utilisant la définition de F), et la reformulation de D, (z)

Fa@) = 3 Dila)
k=0

n k n k

Z 1+ QZCOS(jx) = Z cos(0x) + 2ZCOS(j$)

k=0 j=1 k=0 j=1

On a donc
n k

cos(mz)F,(z) = Z cos(0x) cos(mx) + 2 Z cos(jz) cos(mzx)
k=0 j=1



On en déduit
21 n k

F,(x) cos(max)dx = 1(0,m) + 2 Z I(j,m)

On distingue de 2 cas :

o m =0 et 'expression de I(a,b) permet de calculer

2 n n k

k
Fu(z)de =Y | 1(0,0) +2) I(j,m) | = 2r+2) 0| =2n(n+1).

k=0 j=1 k=0 j=1

e m # 0, seul les termes I(m, ) avec j = m sont non nuls et sont égaux a 7. On les dénombre, il
faut kK > m et pour chaque valeur de k convenant, le terme apparait 2 fois. Si n < m, il n’y a
aucun terme convenant, sinon il y en a n —m + 1.

On a donc )
s .
0 sim>n
; F,(z) cos(mz)dz = { 2n—m+1)r sim<n
On
On conclut en divisant par mn
—2(";1) sim=0
Up = w sim<n
0 sim>n

(d) Comme n tend vers +oo donc dépasse m, on conclut par un passage a la limite dans les 2 premiéres
lignes de la conclusion de la question précédente

lim u,, = 2.

Exercice 4.

1. En posant le changement de variable Z = 22 + z + i, on remarque 22 + x + % est une racine n-éme de
l'unité. Il existe donc k € [0,n — 1] tel que

1 2k
2 7
zZi+z4+—-=e€"n .
+ +4

On résout alors ’équation

2k7

1 ;

2 i
- — n _—0.

z +Z+4 (&

On calcule le discriminant et on obtient A = 4e?%* = (26’k7>

. _ ikx ckm . .
Les racines sont donc z = % = —% + e*» . Quand on "remonte" sans difficulté toutes les manipu-
lations, on a une équivalence et on conclut

1 .
L’équation a 2n racines (—E + e’kT>

ke[0,n—1]

Pour n = 4, on obtient




2

2. Reformulant les expressions de P, et I,, avec (iv/3)? = —3, on obtient

n n 1 n
P, = -2\ 2k I, = -2k \/3)2k+1
, Z (%) (iV/3) et , Z (2k+ 1) (iV/3) e Z 2% + 1 (iV3)
kEN kEN
On fait donc apparaitre le binome de Newton :

P, +iV3I, = Z (;) (iv/3)%F + % (2];:_ 1) (i/3)2k+1

keN

= ()= iy
kEN
Puis comme 1 + Z\/§ = 267%, on a donc

P, +iV3I, = 25,

Par identification partie réelle et partie imaginaire, on a

P,=2 cos(g)etln—\/gsm(g).

s
. L z
En tragant le cercle trigonométrique, on conclut que P, ne s’an- ‘h
nule pour aucune valeur de n et I, est nul si et seulement si n est

divisible par 3. "



