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Devoir surveillé 3
Correction

Exercice 1.
Montrons les équivalences par une suite d’implications :
(1) = (i)
Supposons que f est surjective.

Soit y € F, montrons que f(f~*({y})) = {y} par double inclusion.

o Soit z € f(f~'({y}))
Il existe donc z € f~1({y}), tel que f(z) = z. Puis par définition de I'image réciproque =z = f(z) € {y}.

e Réciproquement, comme f est surjective, il existe z € E, tel que f(z) = y, donc z € f~*({y}). Puis
f(z) =y, douy e f(f({y})-

(i1) = (dii)

Supposons que pour tout y € F, f(f~1({y})) = {y}.

Fixons A € P(F), montrons que f(f~!(A)) = A par double inclusion.

e Soit z € f(f~1(A))
Il existe donc z € f~1(A), tel que f(z) = x. Puis par définition de 'image réciproque z = f(z) € A.

e Soit z € A.
Comme A C F, par hypothése, on a f(f~1({z})) = {z}.
Il existe donc z € f~1({z}), tel que f(z) = z. L’élément 2 est un antécédent de z € A, donc z € f~1(A),
dout z = f(z) € f(f7H(A)).

Supposons que pour tout B € P(F), f(f~*(B)) = B.

Soit A € P(F), tel que f~1(A) = 0. Comme A = f(f~(A)), on a directement A = f(0) = 0.

(iv) = (i)
Par contraposée : Soit la négation de (i) : Supposons f non surjective.

Soit y € F, tel que y n’a pas d’antécédent par f. On a donc f~*({y}) = 0, puis f(f~1({y})) = 0 avec
{y} #0.

Ce qui est exactement la négation de (iv).

Exercice 2.



Exercice 3. [Etude qualitative d’une équation polynomiale]

p—1
1. (a) pl? =pet Z 1¥ = p. Donc 1 est solution.
k=0
(b) Soit z € C. On calcule :

p—1 p—1 p—1
(z=1)Y (k+1)2" = (k+ 1) = (k+1)z"
k=0 k=0 k=0
P p—1
= Z izt — Z(k +1)2* (chgt d’indice i = k + 1)
i=1 k=0

p—1 p—1 p—1
= pzP +Ziz’—2kzk—§:zk
i=1 k=0 k=0

terme en i=p

=0
p—1
= pzP — Z 2"
k=0
(c) Pour tout z # 1, on a les équivalences :
p—1
z solution de (E,) <= pzP — Z k=0
k=0
p—1
— (2-1) Z(k‘ +1)zF =0 (question précédente)
k=0
p—1
<:>Z(k+1)zk=0 (car z — 1 #0)
k=0

Or, si z € R, la somme Zz;é(k +1)2* est une somme de nombres strictement positifs. Elle est donc
non nulle, et z n’est donc pas solution.

(d) Pour p = 3, la factorisation donne :
Vz2eC, 32— (1+2z+2%)=(2—1)(1+22+ 327

z est donc solution ssi z = 1 ou 1 + 2z + 322 = 0. Le discriminant de cette derniére équation vaut
—8. Ses racines carrées complexes sont ivV8 = i24/2 et —i2v/2. Les solutions sont donc :

—2+192v/2 1 1
a:%\/»:§(—1+2\/§) et o= g(—l—l\/i)

_ 1 —i oncoz—i _—1 ZQ
|a|—§\/§—\/§d _\/§<\/§+ \/§>
T

w est situé dans le quart nord-ouest du plan complexe, donc w = €%’ pour

_1 \/5 V2
6 := Arccos () =7 — Arcsin | — | = 7 + Arctan 7—‘/11;’ = 71 — Arctan(v/2)
V3 V3 7
Conclusion : les solutions de (E3) sont 1, 2=¢@ et 1=,

V3 V3




2.

(a) z est solution de (E,) donc pzP =1+ 24 22 + -+ + 2771, ce qui implique :

1 1 1 1 &1
p=;+zp71+fpfz+“'+;22*k

z
k=1
N
(b) Prendre le module dans ’égalité précédente donne p E -
z
k=1
Or, par inégalité triangulaire, on a
P P P
1 1 1
) | S ) o Z EE
k=1 k=1 k=1

et comme |z| > 1, on a pour tout k € [1,p], |2|*¥ > 1 et donc W < 1. Donc cette derniére somme

P
est strictement inférieure a Z 1, qui vaut p.
k=1
D’ou p < p, contradiction.
(a) On commence par calculer :
L, A 1—2P 1 —¢iP? % 2 sin({) .
Zz = = 5 = 7 (angle milieu)
l—2 l1—e e'> . 2isin(5)
_ ei<p—21)9 sin(%)
sin(%)
z est solution de (E,) donc
p—1 . (pb
. (p—1y0 sin(Z-
pP = sz donc pe”’e = elw - (; )
— sin(3)
0
donc ei(ppril)e = M
psin(g)
done e _ sin(5)
psm(g)

i ( . . . .
(b) Le nombre complexe € 20 appartient clairement & U. D’autre part, d’aprés cette derniére égalité,
il appartient aussi & R. Or UNR = {—1,1} (géométriquement, il s’agit des nombres complexes qui

sont & la fois sur la droite réelle et sur le cercle trigonométrique). Il n’y a donc que ces deux valeurs
; (et 1)0
possibles pour '~ 2

;Do ) ; Lo .

Comme e' 2 = 1ou — 1, on a par passage au carré : e!®+t)? — 1 ce qui signifie bien que
1

2Pt =1,

(¢) Comme pour toutes les racines (p + 1)-iémes de 'unité différentes de 1, on peut écrire pour z :

D
St
1—=2 l—z

k=0
Or :
P
S - S
k=0
= pz” + 2P car z est solution de (E),)
= (p+1)zr

P
Comme Z 2% =0, on a donc (p+1)zP =0, ce qui implique z = 0. Contradiction.
k=0

(a)z;«éldoncZz 1=

. Or, z est solution de (E,), donc :

Dou:1— 2P =p(1—2z)zP



(b) On a donc 1 =p(1 — 2)2zP + 2P. En prenant le module dans cette égalité, on a :

1

Ip(1 — 2)2P + 2P|

p|l— 2| x |2)P + |2|* (inégalité triangulaire et propriétés du module)

IA

Or, par inégalité triangulaire, |1 — z| < [1| + |2| <1+ 1= 2. Donc :
U< 2plzl" 4 2" = 2p+ 1) [z
L’inégalité voulue est bien démontrée.

1/p
(c) On adonc |z|" > ﬁ, puis |z| > (Tl-s-l) (on prend ici une puissance fractionnaire d’une quantité

strictement positive).

Cette derniére minoration a été démontrée pour une solution z de (E,) quelconque. Elle est donc
vraie pour toutes les solutions de (E,), et en particulier pour celle qui est de module minimal. D’ott :

1\
mp 2 (2p+1) :

(d) Comme 1 est solution de (E,), on a m, < 1. D’ou :

1 1/P
<m,<1
2p+1

1/p
! _ b in(ghy) -2
2p+1

Or :

In(2p+1)=1In (Qp (1 + ﬁ)) =In(2p) +In <1 + ! ) = In(2) + In(p) + &,.

2p
—_——
=:€p
. In@p+1) _ In(@) |, In(p) | & : ‘ _
Donc : . ot T p~>—+>oo 0, par croissance comparée, et parce que € p~>—+>oo In(1) = 0.

Par continuité de la fonction exp :

1 1/p
0 _
— e =1
(Qp—‘rl) p——+oo

Finalement, par encadrement, |m, — 1|
p—r—+oo

5. Soit p € N*. Les travaux dans les questions précédentes ont montré que les solutions réelles de (E,)
autres que 1 ne peuvent se trouver que dans 'intervalle | — 1,0[. De plus, pour tout ¢t €] — 1,0[, on a les
équivalences :

1—1¢P

1—t¢

— p(l-t)tP+tP =1

= (p+1tr —ptrtt =1

= hy(t)=1

t solution de (E,) <= ptf =

Etudions h, sur [—1,0]. Elle est dérivable (fonction polynomiale) et pour tout ¢t € [—1,0] :
—1 —1
hy,(t) = plp+ D'~ = p(p+ 1)t7 = p(p+ )P (1 — 1)

Le signe de hj, sur [—1,0] dépend de la parité de p.
Si p est impair :

signe de h, + 0

variation de hy,




La fonction h,, est négative sur [—1,0], et ne vaut donc jamais 1.

Si p est pair :

signe de h, - 0
2p+1

variation de hy,

Ona0=h,(0) <1< hy(—1)=2p+1 et h, est continue, donc par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe s, €] — 1,0 tel que h,(s,) = 1. De plus, hy, est strictement décroissante sur [—1, 0] (sa dérivée est
strictement négative, sauf en 0), donc injective. s, est donc unique.

Conclusion : les solutions réelles de (E,) sont :
e 1 si p est impair;
e 1et s, sip est pair.

On parlera donc des sy, pour p € N*. Déterminons leur limite lorsque p — 4o00. On sait, par définition
de mayp, que |52p| > Mgy, ce qui, comme sz, < 0, signifie —sg, > ma,. On a donc :

—1 < s9p < —migy

Comme my, — 1, on a par encadrement : | sy, — —1
p——4oo p—+oo

Pour les curieuz, voici ci-dessous les solutions de (E,) représentées dans le plan complexe pour différentes
valeurs de n.
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