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Devoir surveillé 1

Exercice 1.

1. En reformulant la somme, on a

n
=> > i
i=1 1<5<n
li—j|=1
On a directement Ay = 0.
Sin > 1, on sort les termes en i = 1 et ¢ = n (on a alors n # 1), seul cas, ou il y a une seule valeur possible
de j, pour les autres valeurs, il y a systématiquement ¢ — 1 et 4+ 1

An:2+(n—1)n—|—nz_: >

i=2 1<j<n
li—j|=1

=2+ (m—Dn+ Y i((i—1)+ (i+1)

=24+ (m—-1n+2) i

En utilisant les formules usuelles, on a

An:2+(n_1)n+l((’I’L—l)n(Q’l’L—l) _1) _ %n(n—l)(n—i—l).

2 6
On conclut
Ay =2n(n—1)(n+1).
2. Le faire....
3. Dérivons sans développer ’expression, on a
flx) = (1+e)"
o) = e ey
f”(x) — ex(1+e )n ( 1) 2x(1+€x)n—2
f’”(x) _ x(l 1 e )n —I—TL(TL— 1) 293(1 _’_ex)nf2
+2n(n —1)e** (1 +e”)" 2 + n(n — 1)(n — 2)e37(1 + )" 3

En développant f(x), on a

Dérivons cette expression, on a

k=0
f//(x) _ Z <'I’L k2 kx
k=0 k
f///(x) _ - <Z k?) kx



Avec la deuxiéme expression de f"/(x), on remarque que

" _ . n 3.
OEDY (,f)k
k=0
En utilisant la premiére, on a
f7(0)=n2"" 4 n(n—1)%x2""2 4 2n(n — 1)2" 2+ n(n —1)(n — 2)2" 3 = (n® + 3n2)2" 3.

On conclut

3

(Z) k3 = (n® + 3n?)2" 73,
k=0

Exercice 2.

1. En mettant tout au méme dénominateur, on a

o b L _(a+b+c)x® + Ba+2b+c)r+2a
r z+l1 z+2 z(z+1)(x+2)
Par ailleurs, on a
1 1

34322 4+2  z(x+1)(z+2)
Une condition suffisante est donca+b+c¢ =0, 3a+ 2b+ ¢ =0 et 2a = 0. On résout et obtient

Vo >0 ! ! ! + !
T —_— = — — :
ot 4322422 22 xz+1 2@ +2)

2. On a alors

1 n 1 n 1 1 n 1
= 527" Z 1 +3 m(Décalage d’indice)
k=1 k=1 k=1
n n+1 n+2
1 1 1 1 1
= 3 5 z + 3 E(Télescopage)
k=1 k=2 k=3
1 [ S 1 1
2 4 2mn+1) 2(n+2) 4 2(n+1) 2(n+2)

On conclut que

1 1 1
Un=17- D) T 2t

3. Gréace a la question précédente, on obtient

limU, = i.
n

4. Raisonnons par ’absurde, supposons qu’il existe (a1,b1,c1) et (az, b2, c2) 2 triplets de réels avec a1 # as,
tel

1 a1 by Cc1 a9 ba C2
Ve >0, —————— = — == .
v 3 + 322 + 22 x+x+1+x—|—2 x+x—|—1 z+2

On en déduit que
a1 — a2 by — ba C1 —C2

v 0, 0= .
z >0 T z+1 z+2

Ce qui implique

(b1 — bz).’E (Cl — CQ).’E
z+1 z+2

On passe alors & la limite en 0T et on obtient a; — as = 0. Ce qui est contradictoire, on a bien unicité de
a.

Ve>0, 0=a; —as+



Exercice 3.

Appliquons la méthode du pivot

r — ay + z = 2 T — ay + 2z = 2
x + (a+1)z = 2 <+— ay + az = 0| Lay<+ Ly— 1L,
r + ay —+ 3z = 4 2y + 2z = 2| L3< Ls— Ls.
Sia # 0, le systéme devient
r - ay + z = 2 r - ay + 2z = 2
y 4+ z = 0| Ly éLg <= Y + z =0
20y + 2z = 2 (2a —2)y = 2| Lg <+ L3 —2Ls.

On a donc si a # 0 et a # 1, une unique solution (3@— 1, L , L ) Sia
a—1"a—11—-a
incompatible 0=2.
Si a =0, on a alors le systéme
T + z = 2
2z = 2

Le systéme a alors une infinité de solution avec un degré de liberté sur y et z =1

= 1, pas de solution, L3 est

et = 1. On conclut

) sia=1
{(1,A1); AeR} sia=0

S:
3a—1 1 1 .
{(a—l’a—l’l—a)} sia#1leta#0.

Exercice 4.

1. On expérimente quelques valeurs et on conjecture que Vn € N, (a — 1)u,, =

Montrons ce résultat par récurrence.
Initialisation
90+1

Pour n =0, 0onaug = 1+a,donc (a—1)ug=a?*—-1eta® —1=da%>—-1.La
Hérédité :
Supposons qu’a un rang n fixé, on a
n+1
(a—l)unza2+ -1

On a alors

(@—Dupsy = (a— 1)7ﬁ1 (1 + CL(Q’“))

k=0

k=0
= (a—1)un (1 + a2"“)

= (aQ"“ - 1) (aQ"“ + 1)
()

La propriété est donc vrai au rang n + 1.
On conclut donc

YneN, (a—1Du,= a1

2. Pour a # 1, la question précédente nous permet d’écrire

n+1
a? —1

Uy =
a—1

n+1
a®’ — 1.

propriété est donc initialisée.

((a ]I (1 + a(2k)>> (1+a2")



Puis si a = 1, on obtient

On conclut donc

azn+171 .
Up={ a1 staFl

o+l gig=1.

3. Si a = 1, la suite ne converge pas vers une limite finie, car 27+! —+> +o00.
n——+0o0
. . . nt1 . _
Si |a| < 1, par les suites géométriques, on a a? - 0, la suite (uy) converge donc vers —%.
n——+0oo

. . . . n+1
Sl |a| > ]., la suite ne converge pas vers une limite ﬁn1e7 car a2 — —o00.
n—-+o0o

Sia = —1, on a directement " -1=0 pour tout entier n et donc (u,,) converge vers 0, car identiquement
nul.

On conclut donc

La suite (u,) converge vers une limite finie si et seulement si a € [-1,1] .
Cette limite est 2~ sia €] —1,1[et O sia = —1.

Exercice 5.

. Un+ 3
1. Premier cas : u,4+; = ﬁ% et ug = 0.

(a) Il faut montrer que u,, # —1 pour tout entier n > 0. Il suffit de montrer par récurrence que pour
tout entier n > 0, u,, > 0.

Initialisation : ug = 0, donc la propriété est vérifiée.

1
Hérédité : Si pour n > 0 fixeé, on a u,, > 0, alors u,4+1 = %’f > 0. La propriété est donc vérifiée
au rang n + 1.

Conclusion : Pour tout entier n > 0, u,, > 0.

(b) Six = w:j{B, alorsz # —let 22 + 2 =2 + % Les solutions sont donc = = +-L

7
1 1
a=— et =——.
BT
(¢) On a
1
Un+1 — \/_§
Un4+1 = 1
Un+1 + 7§
un+% 1
 untl /B
T upti 1
u"+i + 7§
1 1 1
_ (1 ﬁ)un +3 - 73
= 1 I I
(1+ ﬁ)un ts+tH
1 1/3—1/V3
B (1—7§> Un + 5775
B 1+ L 1/3+1/V3
) un+ s
1 1 1
= 1 T 1 n
1+ 73/ Un + 73 1+ 73
Conclusion :




(d) On a

/Uﬂ, - \{g )
donc
1
_ "t
Up = —
vy — 1
Comme vg = —1 et grace a la question précédente, on a
1 n 1 n
(15 _ (1
Un = 1+ 1 Vo = — 1+ 1 )
V3 V3
soit

1 1 n
V)
()
1—

(e) Comme 0 < \/Lg < 1, la suite v, est une suite géométrique de raison ( 3) positive strictement

-

1+

S

plus petite que 1. On conclut donc

limv,, = 0.
n
1 1
T=Un + s
Puis par passage a la limite dans I’expression u,, = —\/571\/5, on obtient
Un —
li !
im up, = 7

2. Second cas : upy1 = Un—1

Un

(a) L’équation z = TT_l est équivalente & z # 0 et 22 — z + 1 = 0. Le discriminant étant -3, on obtient
les solutions

1+iv3 1—iV3 .
o= —— = —_— =€

iz —iZ
e's et B= 3
2 2
(b) On a
1+iV3
. Unp+1 — +72\/_
Wnt1 = 1-iv/3
Up41 — P)
un—1 _ 1+4iV3 14iv3
_ ;M, 2 _ (1 - 2 )un -1
T wup—1 1-iV3 1—-iV3
Un 2 (1= ==)un —1
(=8, -1 e7ifu, — 1 j2m Uy — €' j2m
- 1+ivV3 R =e iz — €% Wn
( ; Vi — 1 e'su, —1 Uy — € "3
Conclusion :
q2m
Wpi1 = € 3 Wy

(¢) Comme la suite est w,, est géométrique de raison e*= , on a

om .
1=\ 3 27
Wn+3 = (6 3 ) Wp =€ Wyp = Wnp.

Conclusion :
Wp43 = Wy, la suite w, est 3-périodique.
iz iz P
Uy — €'3 e "sw, —e's
(d) Comme w,, = ——————, 0N a U, =
Uy — € '3 wy, — 1

La suite w,, étant 3-périodique, on

U3 = Up, la suite u,, est 3-périodique.




