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Exercice 1.

En utilisant les développements limités usuels et les régles opératoires sur les développements limités , on

obtient
h(t) =
fa(t) =
f3(t) =
fat) =
On a

fa(t) = () = §t* + o (%)
Ai(t) = f5(t) = §t° + o (&)

fa(t) — fo(t) = 4t* + tgo(t4)
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donc en t =07, on a fo(t) < f3(t) < f1(t) < fa(t).

On a
folt) = folt) = 44+ o ()
folt) = ul) = =38+ o ()

h(t) = falt) = =38+ o (%)

donc, en prenant en compte la parité des puissances, en t = 07, on a f4(t) < f1(t) < f2(t) < f5(¢).

On remarque de plus que toutes les courbes sont au dessus leur tangente en 0.

Exercice 2.

1. On pose ¢(x) = ax + b. On a alors

z(x +1)¢"(z) + 2z + 1)’ (z) — 2p(x) = (22 + 1)a — 2(ax + b) = (a — 2b).

Si a—2b=0, alors ¢(z) est solution par exemple pour ¢(z) =2z + 1.



2. Siy(x) = z(x)(2x 4+ 1) avec z(x) fonction deux fois dérivables, on a alors

y(x) = z(2)(2z+1)
y'(z) = 2'(z)2x+1)+2z(x)
y'(z) = 2'(2)(2x+ 1)+ 42/ (x).

11 résulte

z(z +1)y" () + 2z + 1)y'(z) — 2y(2)
=zxz(x+1)[2"(z)(2z +1) + 42" (2)] + 2z + 1) [2'(x) (22 + 1) + 22(x)] — 22(x) (22 + 1),

soit
z(z 4+ 1)y (z) + 2z + 1)y (z) — 2y(z) = z(z + 1)(2z + 1)2"(x) + (82 + 8z + 1)/ (z).

Donc si y est solution, z vérifie bien
z(z 4+ 1)(22 +1)2" (z) + (822 + 82 + 1)2/(z) = 0. (E)

3. Soit

8x2 + 8z + 1 a b c
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En multipliant par x, on obtient
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en prenant z = 0, on obtient alors ¢ = 1. En multipliant (1) par = + 1 et prenant x = —1, on obtient
b = 1. Puis de méme en multipliant (1) par 2z + 1 et spécialisant en z = —%, on obtient ¢ = 4.
On a donc
82° + 8z +1 1t 4
r(x+1)2x+1) 2 z+1 2z+1°
Soit
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rz+1)2x+1)2 oz 2+l 220+1  (2o+1)2°
En multipliant par x, on obtient
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En prenant = 0, on obtient a’ = 1. En multipliant (2) par « + 1 et prenant x = —1, on obtient ’ = —1.
Puis de méme en multipliant (2) par (22 4 1)? et spécialisant en # = —3, on obtient d’ = —4. On a donc
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En spécialisant x = 1, on obtient

Q\

= =
|

N =

|

e

1-2-32

soit ¢ = 0. On a donc
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4. Sur R™* on a x(x +1)(2z + 1) # 0 et grace a c)
T84 8t+1 71 1 4
— - dt = -4+ —F+ ——dt=In(t)+In(t+1)+2In(2t + 1) + C.
/1 tHt+1)(2t+1) /1 Pt T T @ A1) 224 1)
Les solutions de
z(z +1)(2x + 1)g'(z) + (822 + 8z + 1)g(x) =0
sont donc de la forme

A
x(z+1)(2x 4+ 1)2

y(x) _ )\ef(ln(a:)+ln(a:+1)+2ln(2a:+1)) _

5. Grace a 4., on a

A
(x+1)(2x +1)2°

(@) = —

En utilisant ¢), on a

(11 1
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soit
z(z) = AMIn(z) — In(z + 1) + 21;—1—1)—’—7'

Les solutions de (F) trouvées par cette méthode sont donc

y(z) = A (m (%H) + 2#) (2 +1) + (22 +1), A,y € R.




