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Exercice 1. Pour un entier n ≥ 2, z ∈ C et a ∈ R, on considère

Sn(z) =
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(
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2kπ
n

)n

et

f(a) =
n−1
∑

k=0
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(

kπ
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)

.

1. Montrer que

Sn(z) =

n−1
∑

k=0

n
∑

j=0

(
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j

)

zn−jei
2kjπ

n .

2. Montrer que
Sn(z) = n(1 + zn).

3. En évaluant en z = e2ia, montrer que

f(a) =
n cos(na)

2n−1
·

4. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de a, f(a) = 0.

5. Ecrire sous forme réduite
n−1
∑

k=0

(−1)k sinn
(

kπ

n
− a

)

.

Exercice 2. ⋆

Certaines implications de cet exercice sont difficiles sur le plan rigueur logique.

Soient E,F,G trois ensembles non vides et G ayant au moins 2 éléments, on fixe f une application de E

dans F et on définit 2 nouvelles applications :

f∗ : EG −→ FG

h 7−→ f ◦ h et
f∗ : GF −→ GE

h 7−→ h ◦ f

1. Montrer que
f injective ⇐⇒ f∗ injective ⇐⇒ f∗ surjective.

2. Montrer que
f surjective ⇐⇒ f∗ surjective ⇐⇒ f∗ injective.



Intégrales de Wallis

Pour un entier n ≥ 0, on définit

In =

∫ π
2

0

cosn(t)d

1. Calculer I0, I1 et I2.

2. Montrer que ∀n ≥ 0, In+2 = n+1

n+2
In. (On pourra regarder la quantité In − In+2)

3. Montrer que la quantité (n+ 1)In+1In est indépendante de n, on déterminera sa valeur.

4. Montrer que

I2p =
(2p)!

22p(p!)2
π

2
et I2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!
.

5. Montrer que la suite (In) est monotone et en déduire que

lim
n

In+1

In
= 1.

6. En déduire que

lim
n→+∞

√
nIn =

√

π

2
.

7. Conclure des résultats précédents que

lim
p→+∞

(2p+ 1)
24p(p!)4

(2p+ 1)!2
=

π

2
.


