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A rendre le lundi 18 septembre

Exercice 1.

1. Etudions sur R* la fonction g définie par g(t) =

sin(t) —t. On a ¢'(t) = cos(t) — 1 < 0, il en résulte donc

0 409

0

\

Il n’est pas nécessaire de faire une étude plus précise, on a directement

vt >0,

La premiére inégalité est donc démontrée.

sin(t) — ¢ < 0.

On a Vvt >0, cos(t)<1.Puis pour t > 0, en intégrant I'inégalité sin(u) < u sur [0, ¢], on obtient

[— cos(u)]}, < /Ot udu,

dou Wt >0, 1—cos(t) < L, soit V¢ >0, 1-—

On conclut donc

t2
B) < cos(t).

vt >0,

sin(t) < t
12
l—ggcos(t)gl

2. Par encadrement, pour ¢ > 0, on a

| =
N | =+

Pour z > 0, en intégrant sur [z, 3z], on obtient

27°
Int— —
-]

< cos(t) <

| =

€T

< g(x) < [Int]>",

xT

soit

In(3z) — In(z) — 22% < g(x) < In(3z) — In(z).

Il en résulte

In3—22° < g(z) <1In3.

Par le théoréme des gendarmes, on conclut en passant & la limite dans I’encadrement

lim

z—0+

g(x) =1n3.

Exercice 2.



1. En mettant au méme dénominateur le membre de droite, on obtient

a_ b L (a+b+c)k* + (5a+4b+ o)k + 4a
ko k+1 k+4 k(k+1)(k +4)
da =2
Une condition suffisante est ¢ 5a+4b+c=1
a+b+c=0.
On obtient, en résolvant par exemple par la méthode du pivot, a = %, b= —%, c= %.
On conclut que
b+ 2 1 1 1
VEeNt, —"t2 2.5 __§ .
E(k+1)(k+4) k k+1 k+4
2. En utilisant le résultat de la question précédente, on a
no1 L L
Un - 23 6
1 z": 1 1 1 I~ 1
2k:1k 3k:1 k+1 6k:1 k+4
Comme%:%—i—%,ona
1 n 1 n 1 1 n 1 n 1
) (B S
3 k:lk k:1k+1 6 k:lk k:1k+4
En écrivant le décalage d’indice (le faire!), on obtient des sommes télescopiques et
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Up=3%(1- “(14+=4+=+-- — — —
3( n+1>+6<+2+3+4 n+l n+2 n+3 n+4>
. R . . 49
Puis par passage a la limite [lim U,, = R

Exercice 3.

Grace a la formule du binéme de Newton, on a

I,(a) + P,(a

et
_In(a) + Pn(a)

On en déduit que

=% (3)e+ Py () - P

0<k<n
k impair k pair
_ ny Y g _ n k _
= 2 () X ()= 2 ()=
0<k<n 0<k<n 0<k<n
k impair k pair
po o+ l=ar (o —(=d)




Exercice 4.

1. La définition de (S,,) donne

n—1 n—1 n—1
nn—1
Sn:Z(7+10k)2721+102k:7n+10¥~
0 0

2
0

On conclut

‘Sn = n(5n+2).‘

2. On remarque en effectuant un changement d’indice k = n — £ et en utilisant les propriétés du cos :

S ()-S5 o () - ()

£=0

Soit

On conclut

J
Sn=2_2.7
i—lj:1J+Z
En utilisant les 2 formes, il en résulte
n n n nZ—’—] n n
D D) SIS 3 D =2 x> 1=
i=1 j= 1Z+] =1 j= 1']+Z i=1 ]:1‘7_‘_Z =1 j=1

On conclut

Exercice 5.

On raisonne par équivalence en faisant des opérations élémentaires :

ar + (1—-a)yy + (1—a)z = a? x  + + z = 1l—a | Ls
ar + (1+a)y + (1+a)z = a—ad® ar + (1+a)yy + (14+a)z = a—a®| Ls
x  + Yy + z = l—-a ar + (1—a)y + (1—a)z = a? Ly
r + Y + z = 1-a Ly
< Yy + z = 0 Lo —alq
(1-2a)y + (1-2a)z = 2a’—a | Ly—als
r + y + 2z = 1l—-a Ly

0 = 2d%—a | Ly—(1-2a)L4



Pour que le systéme admette des solutions, il faut que 2a% —a = 0, soit a = 0 ou a = % La derniére équation
est alors 0 = 0, il faut donc poser un paramétre par exemple, z = A et on a alors

r=1—-a
y=-A
zZ= A\

On conclut

e Sia#0eta# % I’ensemble des solutions est
S =0.
e Sia =0, ’ensemble des solutions est
S={(1,-\})) ; MeR}.

e Sia= %, I’ensemble des solutions est

) < rer)




