Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1.
1. Montrer que Kp[X] = Vect (X — 1)%, (X — 1)(X + 1), (X + 1)?).

2. Montrer que K? = Vect((1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)).
3. Montrer que Vect((l, 3,5),(2,5, —2)) = Vect((3, 8,3),(—1,-2, 7))

Exercice 2.

Donner une base des deux sous-espaces vectoriels suivants :
1. {(z,y,2) ER3; x+2y+2=0 et 22 +y+3z=0}
2. {(z,y,2,t) ERY; 2 +y=0 et 22 —2z+t=0}

Exercice 3.
Déterminer Ker f et Im f ainsi qu'une base de chacun ou
[ R4 - R?
(x,y,2,t) — (2z—y+2z+5t,—x+2y+ 3z —4t,x + 5z + 6t)
Exercice 4.

Soient f1, fa, f3, fa : [0,27] — R par
fi:x —cosx fo:x — xcosx fs:x —sinz f1:x — xsinx
Montrer que (f1, fa, f3, f4) est une famille libre.

Exercice 5.

Soient le R-espace vectoriel E = F(R,R), les familles 1 = (x + cos(iz)) et Fa2 = (z— cosi(az))

1€[0,n i€[0,n]"

1. Montrer que les familles F; et Fo sont libres.
2. Comparer VectF; et VectFo.

Exercice 6. Soient les fonctions f, définies sur R pour a € R par f,(x) = |z — a.

Montrer que la famille (f,)qcr est libre. (Une famille infinie est libre, si toute sous-famille finie est

libre.)

Exercice 7. Pour P, € R[X], on considére la fonction définie sur R par fpg(x) = P(z)cos(x) +
Q(x)sin(z). Soit B, = { fra; (P,Q) € (Ry[X])*}

1. Montrer que E, est un espace vectoriel.

2. Montrer que F,, est de dimension finie et déterminer sa dimension.

Exercice 8.

1. Montrer que ((—1, 1,1),(1,-1,1), (1,1, —1)) est une base de R? et déterminer les coordonnées
du vecteur (8,4,2) dans cette base.

2. Montrer que ((X —1)%, X2, (X + 1)?) est une base de Ky[X] et déterminer les coordonnées de
X2 4+ X + 1 dans cette base.



Exercice 9.

Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivants :
. Vect((1,2,1,0), (4,—2,1,1),(7,2,4,2),(11,4,1, 3))

. Vect((2,-1,-3),(-4,1,3),(-6,3,9), (7,2,1))

{(z,y,2) €R3; 3242y — z = 0}

{(z,y,2,t) ER*; 2 +y—22+2t =0 et ==y}

AP eKy[X]; P(0)=P(1)=P(2) = P(3)}

Exercice 10.
1. Montrer que la famille (X34 X +1, X3 —2X +2, X2 4 3X) est libre et la compléter en une base
de R5 [X]
2. Montrer que la famille ((8, 4,1,-2),(1,3,0, 5)) est libre et la compléter en une base de R?.

Exercice 11.
K[X] — KxK[X
P = (P(0),P)

Montrer que ’application { est un isomorphisme. En déduire que K[X]

n’est pas de dimension finie.

Exercice 12.

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels
que dim F' + dim G > dim E. Montrer que F' et G ont au moins un vecteur non nul en commun.
Exercice 13.

Déterminer le rang des applications suivantes :

{G:R2 — R3 et{g:Kg[X] o Ky[X]
(x,y) — (r+y,z—y,x+2y) P — X (P'— P'(0))

Exercice 14.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et (f,g) € L(E, F)2.

1. Montrer que : [rg (f) —rg(9)|< rg(f +9) <rg(f) +rg(9)-
2. On suppose que E = F, que fog = Oz et (f +g) € GL(E). Montrer que : rg (f + g) =
rg (f) +rg(9).

Exercice 15.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Montrer 1’équivalence :

Keru = Imu <= u? = 0 et dim E = 2rg (u).

Exercice 16. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de F,

1. Montrer qu’il y a équivalence entre
(a) Ker f2 C Ker f
(b) Im f C Im f2
(¢) E=1Imf+Kerf
(d) Ker fNIm f = {0g}

2. Montrer que, sans 'hypothése de dimension finie, seulement certaines implications sont vraies.
Préciser lesquelles.



Exercice 17.
K,[X] — Kntl
P — (P(0),P'(0),P"(0),...,P™(0))

Soit n € N. Montrer que I'application { est un

isomorphisme.

Exercice 18.

Soient n € Nya € Ket H={P € K,,[X] ; P(a) =0}. Montrer que H est un hyperplan de K,,[X]
et en déterminer une base.

Exercice 19.

Déterminer toutes les suites réelles (u,)nen telles que :
1. ug=0,u; =1et Vn € Nyupyo = dupt1 — uy.
2. up=1,u1 = —1let Vn € N,2up49 = Unt+1 — Un.
3. up=—3,u; =4 et Vn € N, dupt9 = 12up41 — Yuy.
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4. ug=1l,ug =2 et Vn € N uyyo =



